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第 一 章 ” 集 论 及 分 析 基 础 


$1 集 与 函数 

伟大 的 德国 数学 家 G. Cantor(1845 一 1918) 通常 被 认为 是 集 
论 的 创立 者 ， 本 书 就 采用 他 关于 集 的 定义 作为 出 发 点 。 这 个 定义 
是 : “一 个 集 @ 是 由 我 们 思想 中 的 或 者 可 感知 的 一 些 确定 的 ， 可 以 
分 辨 的 对 象 所 组 成 ， 并 被 看 成 一 个 整体 的 任意 一 个 集体 ， 定义 中 
说 到 的 对 象 称 为 集 的 元 素 或 元 ， 通常 我 们 用 大 写字 母 表示 集 ， 用 
小 写字 母 表示 集 的 元 素 ， 如 果 是 一 个 集 , 那么 2E 也 表示 z 是 
集 至 的 一 个 元 素 ， 当 2 不 是 集 互 的 元 素 时 记 为 zG 侍 天. 

下 面 ,我们 将 使 用 下 列 的 集 而 不 加 解释 ,它们 在 整个 数学 中 都 
会 出 现 . z 

放 二 {1, 2, 3,…'}, 全 体 正 整 数 的 集 ; 

2 一 140, 4， 一 4,…*}, 全 体 整 数 的 集 ; 

&, 全 体 有 理 数 的 集 ; 

,全体 实数 的 集 ; 

0, 全 体 复 数 的 集 . 

上 述 记号 的 来 历 是 : 来 自 英文 natural numbers( 自 然 数 )， 
Z 来 自 德 文 Zahlen (整数 ), @ 来 自 英 文 quotient( 商 )， 记号 七 
和 和 CO 来 自 英文 real( 实 的 ) 和 oomplex( 复 的 ). 

通常 , 在 某 一 个 具体 的 讨论 中 , 我 们 取 定 一 个 固定 的 集 , 并 且 
一 切 讨论 仅仅 关于 它 来 进行 ， 这 时 , 这 个 固定 的 集 称 为 论 域 ， 例 
如 ,在 数论 中 论 域 是 Z， 在 论 域内 构成 一 个 集 的 通常 的 方法 是 
在 了 中 取 某 一 类 型 的 对 象 ， 然 后 考虑 所 有 这 样 的 对 象 的 集 ， 例 
”。” @ “ 集 ” 也 常 译 成 “集合 ”一 - 译 者 注 , 


如 ,在 2 中 定义 称 为 素数 的 对 象 ,于 是 可 以 考虑 全 体 素数 的 集 . 
在 本 书 中 ,我 们 主要 是 对 集 作 运 算 , 而 不 是 讨论 它 的 更 深 的 性 
质 ， 为 此 ,我 们 引进 记号 和 定义 ,同时 讲述 一 些 简单 的 结果 . 
首先 , 一 般 地 说 , 没有 一 个 明显 地 写 出 集 的 所 有 元 素 的 方法 . 
例如 , 正 整数 久 的 集 按 其 本 性 就 不 能 明显 地 列 出 它 的 全 部 元 素 . 
我 们 不 得 不 满足 于 写 入 一 仁 , 2, 3, …}; 省 略 号 留 下 很 多 想象 余 
地 .通常 ,我 们 用 花 括 号 来 记 集 , 在 括号 中 或 者 是 写 出 集 的 少数 几 
个 元 素 ， 然 后 用 省 略 号 表示 构成 集 的 元 素 的 规则 是 大 家 知道 的 或 
是 明显 的 ， 或 者 在 花 括 号 中 写 出 构成 集 的 元 素 的 规则 .， 例 如, 
{zwEN 且 x>>8} 读 为 “所 有 的 集 ，% 满足 ，w 是 正 整数 且 % 大 
于 8”， ww 后 面 的 竖 线 读 为 “满足 ”或 “使 得 ”, 所以, 上面 的 集 也 可 以 
写 为 {9 10, 1 入, ,…}， 又 如 {zjzw€EB 且 ww> 中 表示 全 体 正 实数 的 
集 ， 在 这 个 情形 不 能 明显 地 写 出 元 素 , 甚至 要 把 构成 集 的 元 素 的 
规则 表述 出 来 也 是 不 可 能 的 , 这 是 实数 的 性 质 ， 事 实 上 , 以 后 我 们 
将 看 到 , 集 {z|zER 且 z>0} 是 不 可 列 的 ,因此 , 元 素 不 能 写成 一 
个 无 穷 序 列 wi， 23，03，…。 我 们 注意 ， 在 一 个 集中 元 素 的 顺序 一 
般 是 没关系 的 ， 例 如 ， 与 {2, 1，4, 3, 6, 5, …} 是 相同 的 集 . 
设 4, B 是 集 ， 则 记号 4CB 表示 集 4 的 每 一 个 元 素 也 是 集 
B 的 一 个 元 素 ， 如 果 4CB, 则 称 4 是 B 的 一 个 子 集 , 4 包含 在 
了 83 中, 亦 即 召 包含 4。 记号 B 二 4 看 作 与 4CB 等 价 ， 当 和 且 仅 当 
ACB 且 BC4 时 ,定义 4-B 当 目 仅 当 4CB, 但 4#B 时 称 
4 是 8 的 一 个 真子 集 ， 例 如 , 奇数 集 是 Z 的 一 个 真子 集 ， 注 意 ， 
有 些 作者 用 记号 4 和 8B, 这 个 记号 允许 两 集 相 等 , 而 给 真子 集 保留 
记号 4CB。 有 时 我 们 也 说 ; “严格 地 4CB”, 意 即 4 是 B 的 一 个 
真子 集 . | . 
集 的 包含 C 有 两 个 简单 的 性 质 ， 
(i) ACA, 
，2 


(和 ) 如 果 A4CB 且 BCO 那么 ACO. 
如 果 4 是 一 个 给 定 的 集 ， 我 们 考 虚 4 的 子 集 {oE4jz 关 分. 
这 个 集 没有 元 素 , 称 为 空 集 ， 空 集 用 符号 8 表示, 它 有 性 质 , 对 每 
个 集 4, 8C4.， 每 个 集 4 大 6, 至 少 有 两 个 明显 的 子 集 : 4 与 四 
如 果 4 仅 有 这 样 两 个 子 集 ， 那么 4 一 定 是 一 个 单元 素 集 , 比如 说 
4= {a}, 这 里 4 是 4 的 唯一 元 素 ，8 没 有 元 素 ,但 是 单元 素 集 {从 
是 不 空 的 . 
AUB= {z|z 至 少 属于 4 与 BB 中 之 一 }， 
ANMNB={2|1x€EAHZrEB}. 
我 们 称 集 4UB 为 集 4 与 集 B 的 并 , 称 集 40NB 为 集 4 与 集 B 
的 交 D， 例 如 ， 
{1, 2, 3} U {1, 4, 3} = i, 2, 3, 4}, 
{2, 8} ) {1, 83, 2} = {2, 8}. 

对 任意 的 集 4 和 B, 显然 4nBC4C4UB. 如 果 4NB=0, 那 
么 称 4 与 妃 不 相交 

我 们 经 党 需要 构造 一 类 (或 族 ) 集 的 并 或 交 ， 假定 是 由 一 些 
集 4 所 成 的 一 个 集 类 (和 集 族 )， 我 们 定义 : 

U {4 4E. = {ww€ 4, 至 少 对 于 一 个 4E9)， 
Nn {414E.9}={e|w€ 4, 对 于 所 有 4E.9}. | 

有 时 我 们 写 U4。 1 4。 这 里 , 我 们 认为 a 取 过 某 一 个 指标 
” 集 . 如 果 w 取 遍 人, 通常 写 为 
U fenEN= 4 


类 似 地 有 门 44， 记号 中 的 oo 是 按 惯例 写 的 , 引入 它 即使 不 说 造 


成 混乱 ,但 也 是 多 余 的 ， 要 特别 指出 , 在 族 {4n|n€ WW} 中 并 没有 
@ 集 的 “并 ”、“ 交 ”也 常 叫 “并 集 ”、“ 交 集 ” 一 一 译 者 注 , 


4。。 还 要 注意 ， 上 面 叙 述 中 没有 涉及 极限 过 程 。 因此 ， 比 如 说 
zE UL 4,, 意 即 存在 一 个 下 整数 使 得 2E€ 4 
例 1 设 4 是 实数 直线 上 的 区 间 [0, 1 十 十), 即 


hs={zERIO<o<1+i|, 儿 一 工 ， 2, se 
那么 站 4.= [0, 1] = {ERIO<r<1}. 


为 了 证 明 它 , 我 们 首先 证 明 [0, 起 门 4 其 次 证 明 站 4， 
Cro 巧 ， 设 wzE [0, 11, 那 和 有 0<e<1<1+ 二 对 一 切 nEN 


成 立 , 就 是 说 对 一 切 nE W,，zE 4 即 zE 站 4。， 反 过 来 ,车 对 一 


切 nEN, w€E A 则 有 0<z<1 二 过， 由 此 0<z<1 ( 令 n_>eco 


即 得 ; 或 假定 2>1, 这 与 v<1 十 二 对 一 切 mwE 成 立 矛 盾 .) 

集 的 覆盖 设 是 一 些 集 4 所 成 的 一 个 集 类 , 当 且 仅 当 

XCU{AIAEY} | 

时 , 称 . 为 集 互 的 一 个 覆盖 .如果 .9 的 某 一 子 类 也 覆盖 互 ， 那 
么 称 它 为 ,”Y 的 一 个 子 履 盖 ， 

在 第 二 章 , 关于 紧 致 集 要 用 到 开 履 盖 的 概念 ， 这 里 “ 开 ” 是 指 
覆盖 中 的 集 是 拓扑 意义 下 的 开 集 ， 目 前 我 们 只 举 一 个 很 简单 的 覆 
盖 例 子 . 

例 % 〈i) 设 了 1 是 实数 直线 上 的 开 区 间 

(%, n+1)= {o€E RIn<z<nt+1}, 

那么 集 族 {jnE2} 不 是 R 的 一 个 覆盖 ， 因 为 整数 不 属于 
U {1s|n€EZ}. : 

(ii) 设 /={zE 丈 和 < 十 二 = [n,n 十 1), 那么 集 族 
{yslnE 分 是 五 的 一 个 覆盖 ， 
4. 


(iii) 设 S[la, 7] = 人 E0011z 一 go| 志 7}, 其 中 aE€0, >0. 那 
么 Se, 7] 是 复 平面 上 以 c 为 圆心 、 以 了 为 半径 的 闭 圆 盘 . 显然 
集 族 1 这 [mm 十 如 11|m, mnEZ 是 0 的 一 个 覆盖 . 

余 全 设 了 是 论 域 , 4、BC 工 ,定义 

A~B- {2€E XIvE A, w FB}, | 

我 们 称 集 4~B 是 集 B 关于 集 4 的 余 集 ， 用 ~~4 表 示 了 ~~ 
4, 并 称 ~4 为 4 的 余 集 ， 显 然 4~B=AN (~B), ~~(~4)= 
4， 和 4C8B 等 价 于 ~BC ~4. 

关于 余 集 的 下 列 两 个 结果 通常 称 为 De Morgan 法 则 ， 

~Uds=N(~Ao); ~ d=U (~4). 
作为 例子 。 我 们 证 明 第 一 个 法 则 ， 只 须 注意 对 一 切 a,，wE~4。 
等 价 于 对 任 一 c，zZ 竺 4。 

容易 证 明 并 和 交 的 另外 一 些 性 质 . 

(i) hn4cC4ecCU4。 对 任何 a 成 立 ， 

(ii) AU (NA4,)= NN (AU 4,), 

(iii) AN (U4,) = U (4AN4,). 

有 序 对 设 z%, y 是 任何 对 象 . 那么 定义 有 序 对 (%，9) 为 集 
{{wd}，{z, 人 四}， 容 易 验 证 有 序 对 的 基本 性质 : (z, 几 = ( v) 当 且 
仅 当 wu, y 一 v。 更 一 般 地 ， 我 们 可 以 类 似 地 定义 一 个 有 序 元 
组 (zi，ze，…，2nr)， 它 具有 性质 : (21，…，zn) 一 (Yi, …, Yn) 当 且 
仅 当 w=， Vs 二 Yn. : 

关系 ”一 个 关系 Pp 定义 为 由 有 了 序 对 所 成 的 集 ， 例 如，p= 
{(1,2)，(g, 5)} 是 一 个 关系 ， 

与 (x, y) €p 等 价 的 记号 是 zpy， 于 是 ， 上 例 中 可 以 写 1p2 代 
替 (1, 2) €p. 

一 类 重要 的 关系 是 

”Desoartes 乘积 设 全 .了 是 给 定 的 集 , 那么 称 


XxY={%, IsEX, vyEY)} 
为 下 与 了 的 Descartes 乘积 . 

另 一 个 重要 关系 是 

等 价 关系 ” 设 对 是 一 个 给 定 的 集 ， 闷 上 的 一 个 关系 Pp 称 为 
和 上 的 一 个 等 价 关 系 ， 当 且 仅 当 它 满足 (i) 自 反 性 , 即 对 所 有 "6E 
且 ,， 有 zpw (这 对 称 性 , 即 车 wpy, 那么 ypw 《ii 传递 性 ， 即 者 
wpy, ypz， 那么 zpz， 通常 用 ~ 而 不 用 p 表示 等 价 关系 , 这 样 表 示 
几乎 没有 与 余 集 混淆 的 危险 . 

例 8 (i) 相等 显然 是 任何 集 上 的 一 个 等 价 关 系 . 

(说 设 于 ={(z, 人 1 YEN}。， 如 果 定 义 (%, 四 ~ (Ww 功 是 
指 wv=yu, 那么 ~ 是 集 邓 上 的 一 个 等 价 关 系 . 例如 ,我 们 验证 传 - 
递 性 ; 设 (o, ~ 9)，(, 9) ~ GW), 那么 00=Yu, Ww = 
由 此 wvwuw 一 yuvz， 从 而 zw 一 yz 即 (%, 9) 人 ~ (%, Ww)， : 

(ii) 如果 定义 zw~y 是 指 2-y 能 被 2 除 尽 . 容易 验证 ~ 是 
集 Z 上 的 一 个 等 价 关 系 . | 

我 们 回 到 一 般 的 关系 .关系 的 定义 域 是 它 的 元 素 的 所 有 第 一 
个 坐标 的 集 , 关系 的 值 域 是 它 的 元 素 的 所 有 第 二 个 坐标 的 集 ， 如 
果 必 是 集 人 上 的 一 个 等 价 关 系 ,那么 我 们 定义 B= 切 E 开 |9~ 伟 ， 
并 称 恕 , 为 含 元 素 % 的 等 价 类 ， 例 如 ,在 例 3(i 让 ) 中 ,我 们 有 

Fo= {0, +2, +4, .…}. 

一 般 , 容易 验证 : 当 且 仅 当 z~y 时 , ,= Bs, 而 且 还 可 验证 . 
如 果 召 : 光 J， 那么 由 ,一 Gg。 显然 ， 集 类 { 轨 jzE 灾 上 构成 集 
及 的 一 个 划分 , 即 互 是 这 些 不 相交 的 百 。(eE 碟 ) 的 并 。 例 如 在 
例 3Gi) 中 ,我 们 有 

Z= {0, 土 2, 土 4, …}U { 土 1， 土 3, 土 5, …}， 

数学 中 出 现 的 最 重要 的 一 类 关系 或 许 就 是 所 谓 函 数 关 系 ， 有 

些 分 析 书 广泛 地 使 用 函数 而 实际 上 没有 定义 函数 ， 对 于 习惯 于 这 
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wr 


样 的 分 析 书 的 那些 人 ,下列 函 数 的 定义 似乎 是 相当 古怪 的 . 

函数 ”函数 定义 为 一 个 关系 ， 它 满足 如果 (zw 人 ) Ej 
(%,2) Ef, 那么 y=z， 函 数 的 另外 四 个 术语 是 映 象 , 映射 , 算 子 ， 
变换 . 

我 们 这 个 作为 一 定 的 有 序 对 的 集 的 函数 概念 ， 有 些 人 称 它 为 
函数 的 图 ， 因 为 通常 他 们 定义 函数 是 一 个 法 则 或 者 类 似 的 东西 . 
有 时 ， 当 用 “函数 的 图 ”的 术语 看 来 能 更 好 表达 时 ,我 们 将 使 用 它 ， 
然而 , 对 我 们 来 说 , 函数 和 它 的 图 完全 是 同一 回 事 . 

例 & 〈i) {(1, 2)，(2, 2)} 和 {Cz, 2+1D1zEOy 是 函数 . 

GD {G 2), (1, 分} 和 {(w3, zw)|wEB} 不 是 函数 ， 例 如 
(4, 1) 和 (1， 一 1 都 在 第 二 个 集中 . 

Gii) {Cw2,w)|zE BR!} 是 一 个 函数 ， 其 中 Rt = {2ER|z>00. 
在 这 个 情形 ， 如 果 第 一 个 坐标 是 相等 的 ， 即 ?= 那么 
(w 一 Vy) (2 十 四 =0, 所 以 z=y, 即 第 二 个 坐标 是 相等 的 . 

如 果 f 是 一 个 函数 , (%, y) Ef, 那么 我 们 记 y= (2), 这 是 y 
作为 2 的 一 个 函数 的 常用 记号 ， 称 y 是 了 在 2 处 的 值 ,， 或 y 是 z 


,在 f 下 的 象 . 


记号 f: 是 一 > 了 
现在 在 数学 中 广泛 地 使 用 ， 它 可 以 解释 为 : 了 是 把 集 对 映 到 集 Y 
中 的 一 个 函数 ， 它 的 意思 是 总 是 /的 定义 域 , 且 f 的 值 域 是 了 
的 一 个 子 集 , 而 不 必 是 整个 了 . 

如 果 f: 对 一 了 且 AC 及 , 那么 ,对 于 4€4, 由 gf(c) = 了 (9) 
所 定义 的 函数 g: 4 一 了 称 为 是 了 在 4 上 的 限制 . 

例 5 (i) 定义 f: f(z) =e*, x€R, 即 了 的 定义 域 是 R, 且 
f={(w, 6”) |w€ RB}.f 的 值 域 实际 上 是 R+，, 这 是 大 家 熟知 的 ， 我 
们 可 以 写 为 有:R 一 RR， 也 可 以 更 精确 地 写 为 :R 一 Rt. 

Gi) 定义 :f(z2) =|z|, 2EQ， 一 步 比 一 步 精确 地 写 出 就 是 
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f:0—0, f:0—> R, 及 1:0 {wt ERIz>0}. 

双 射 映 象 设 /: 卫 一 了 ， 如 果 对 每 一 zz, zsE 眉 , 由 f (2%) 
一 (wa) 可 得 到 v1=ws, 那么 称 f 为 单 射 的 ， 如 果 f 的 值 域 是 整个 
Y, 那么 称 f 是 满 射 的 , 如 果 一 个 映射 /既是 单 射 的 , 又 是 满 射 的 ， 
那么 称 f 为 双 射 的 . 

“ 单 射 的 ”,“ 满 射 的 ”和 “ 双 射 的 ， 有 时 又 分 别称 为 一 一 的 ， 
“ 映 上 的 ”, “一 一 对 应 的 ”,… 

例 6 如 果 f:R-> {zE Rs 之 0} 由 f (w) =w2? 所 定义 , 那么 了 
是 满 射 的 , 但 不 是 单 射 的 。 如 果 对 用 同样 的 等 式 表示 , 但 写成 
f: Rt 一 Rt， 那么 了 就 是 双 射 的 . 

反 函 数 设 f: 卫 > 了 是 双 射 的 ， 因 为 /是 满 射 的 ,所 以 如 果 
yEY, 那么 存在 2%€ 子 ,使 得 y=f(w)， 又 由 于 /是 单 射 的 ,所 以 
这 个 2 是 唯一 的 ， 因此 ,有 一 个 反 函 数 g:Y -> 卫 ， 使 得 对 一 切 
EX, 有 g(f(z))=%, 以 及 对 一 切 YEY, 有 f(g9(y))=y， 通 党 
记 为 g=f/7， 

例 ? 由 f(z) 一 e* 定义 的 f:B 一 Rt+ 是 双 射 的 ， 它 的 反 本 数 
:R11 一 BB 用 log 表示 ， a 

等 势 集 集 瑟 , 了 称 为 是 等 势 的 ( 记 为 ~ 了 )， 当 且 仅 当 存 ， 
”在 双 射 映 象 :了 一 了 .， 我 们 注意 ，~ 是 一 个 等 价 关 系 ， 例如 
民 和， 因为 由 jc) =z 给 出 的 映 象 /: 卫 一 节 就 是 一 个 合适 的 
双 射 

例 8 (i) {1, 2, 8}~{1, 8, ; {2, 4, 6,."}~N, 有 8 N~ 


Z. 
(Gi) 入 ,中 与 代 ; 2, 3} 不 是 等 势 的 ， 
Giii) 且 中 的 区 间 ( 一 1 二 与 甩 是 等 势 的 ， 因 为 


f(s) = 才 3 


就 是 合适 的 双 射 ， 
可 列 集 一 个 集 称 为 是 可 列 的 , 当 且 仅 当 它 与 集 W 等 势 或 与 
NV 的 子 集 等 势 ， 否 则 称 它 为 不 可 列 集 ， 在 集 与 仁 , 2,…, 说 等 势 
的 情形 , 称 它 为 % 元 有 限 集 . : 
集 W, Z 和 @ 都 是 可 列 集 的 例子 。 实数 集 及 是 不 可 列 集 ( 见 
习题 13) ， 显然, 可 列 集 的 任何 子 集 是 可 列 集 ， 还 有 ,如果 4,%= 
2，… 是 一 列 可 列 集 ,那么 U {4。,1nEN} 是 可 列 集 , 这 就 是 说 ， 
可 列 个 可 列 集 的 并 集 是 可 列 集 ， 为 了 “ 列 出 ”可 列 集 U 4 的 元 素 ， 
我 们 这 样 来 做 . 设 4, 一 {fowa，ana， 小, n= 二 1，2,…:， 那么 只 要 则 
除 重复 , 集 


{G11, C19, G91, W138, Wag, Wal, C14, Wa3), “ 
”是 4, 的 并 集 且 是 可 列 集 ， 例 如 , 如 果 

A1= {2, 3, 4, 5, 6, .…}, 4s= {2, 4, 6, 8, 10, ，…}, 
那么 按 上 述 作 法 得 到 集 41U 4s= {2, 3, 4, 5, 6, 8, 7, 10,…}. 

例 9 设 4,={m/nimE€2}, n=1, 2,…， 因 为 4 是 可 列 
集 , 所 以 每 一 个 4; 是 可 列 的 , 并且 U4, 一 @。， 因 此 @ 是 可 列 的 ， 
于 是 @ 与 入 等 价 ,尽管 入 是 @ 的 一 个 非常 ' 稀 玖 的 " 子 集 . 

象 和 原 象 设 f:X 一 了， 县 4CX,，BCY. 那么 定义 
”f(4) = {f(w) 1zE 4} 为 集 4 在 映射 六 下 的 象 ， 定 义 广 !(B) - 
{zjwE 卫 且 f(w) EB} 是 集 B 的 原 象 .注意 /*(B) 是 下 的 子 集 ; 
为 了 我 们 可 以 写 /1(B), 不 必要 求 / 是 双 射 的 . 

下 面 给 出 象 和 原 象 的 基本 人 性质， 

定理 1 设 1:X 一 了 , 且 {4s} 是 集 子 的 子 集 记 成 的 类 , {B。} 
是 了 的 子 集 所 成 的 类 , 那么 

(i) 如 果 4。CC ho, 就 有 (4s) Cf(48); 

(过) 如果 BoC Bs, 就 有 了”(BD Cf (Ba); 

(iii) f(U A) = Uf Ao); 


Gv) (NA CCNA):; 

(Y) fi(U Bo)= UF 1(B); 
GD FN Bo) = NB,); 
(Vi) AcCf (fA)); 
(viii) f (f° (Bo)) SB. 

证 明 ”作为 例子 , 我 们 证 明 (iii)， 如 果 yEJf(U 4。), 那么 存 
在 2E U4。, 使 得 y=f(w)， 这 就 是 说 , 存在 某 个 w， 使 得 对 Z6 
Aa, 9y=j co)， 所 以 , YEf(4o)C Uf(4。)， 反 过 来 , 如 果 yEU 
f(4o), 那么 存在 某 一 个 a, 使 得 yEf(4w), 那么 y= 一 f(z)， 其 中 
EAwC U4 因此 yEJf(U 4s). 这 就 证 明了 (ii 其余 结果 
的 证 明 留 作 习 题 ， 要 注意 iv) 和 (vi 之 间 的 不 同 ， 

复合 函数 设 f: 了 -> 了 ,有 9: 了 ->Z, 这 里 人 9 是 任何 函 
数 , 且 了 .了 、Z 是 任何 集 ， 对 每 一 个 ZE€ ,用 (9f) (2)=g (f(z)) 
定义 复合 (或 滋 积 ) 函数 gf :XX 一. 

复合 函数 显然 是 初等 微 积 分 中 所 说 的 函数 的 图 数 ， 

半 序 关 系 设 卫 是 一 个 集 ， 集 也 上 的 半 序 关系 (通常 用 《< 
表示 ) 是 满足 下 列 条 件 的 一 个 关系 : (1) 自 反 性 ( 即 对 每 一 2€E 及 有 
0 怀 2), (2) 传 递 性 ( 即 如 果 w 环 y 和 2 环 % 那 么 z 玉 z), (3) 反 对 
称 性 ( 妈 如 果 w 尺 y 和 yy-<w, 就 有 %= 角 ， 

如 果 一 个 半 序 关系 飞 还 具有 性 质 ， 对 任何 x.y, 或 者 %<y， 
或 者 y 环 zw, 那么 称 天 为 一 个 全 序 关 系 . 

半 序 集 是 由 集 了 和 集 卫 上 的 半 序 关系 组 成 的 对 (及 , <). 
全 序 集 可 以 类 似 地 定义 ， 

例 10 (i) 设 .是 任何 一 个 集 族 ， 那么 集 的 包含 关系 己 是 
集 族 .sy 上 的 半 序 ,一 般 它 不 是 wt 上 的 全 序 . 

(并 ) 实数 集 下 上 的 ”自然 的 全 序 当然 是 所 

” (ii) 在 下 上 定义 < 如 下 : 设 yEN, 当 且 芭 当 ww 是 gy 的 整 
。T0 . 


数 们 时 ， 定 义 % 怀 y， 那 么 显然 是 入 上 的 一 个 半 序 ， 它 不 是 全 
厅 . 例如 , 3 不 是 2 的 整数 们 , 3 的 整数 倍 也 不 会 是 2 

设 ( 六 ,下 ) 是 一 个 半 序 集 , a€ 了 当 且 仅 当 对 一 切 sEX, 由 
4 飞 2$ 议 有 2=a, 那么 称 & 是 了 的 极 大 元 . 设 6E€ 对, 当 且 仅 当 
对 一 切 2E 和 ,由 2<0 风 有 2z=0， 那么 称 b 是 入 的 极 小 元 ， 

设 4CX, 元 导 EX 称 为 集 4 的 一 个 上 界 , 当 且 仅 当 对 一 切 
.wwE4, 有 ww 环 及 ,类似 地 ,元 mE 全 称 为 集 4 的 一 个 下 界 , 当 且 
仅 当 对 一 切 zZE4,， 有 和 玫 7， 

例 11 设 邓 是 一 个 非 空 集 , P(X) 是 他 的 所 有 子 集 所 成 的 
集 类 ( 称 卫 (X) 是 XX 的 帘 集 ) ,那么 (P(X), 己 ) 是 一 个 半 序 集 .如 
果 .是 子 的 子 集 所 成 的 任何 集 类 ， 那 么 U14414€.9} 是 .2 的 
一 个 上 界 , 站 {414€.%} 是 .oz 的 一 个 下 界 . 

为 了 证 明 一 些 数学 分 支 中 的 许多 重要 结果 ， 援 引 集 论 中 称 为 
Zorn 引 理 的 基本 公理 是 必要 的 ， 我 们 现在 叙述 这 个 引 理 , 以 后 还 
对 它 作 些 注释 . 

Zorn 引 理 ”假设 是 一 个 半 序 集 ， 如 果 它 的 每 一 个 全 序 子 
集 有 一 个 上 界 ,那么 六 有 一 个 极 大 元 . 

本 书 中 有 两 处 必须 用 这 个 公理 ， 在 第 三 章 $ 2, 我 们 用 它 证 
明 每 一 个 线性 空间 有 一 个 Hamel 基 . 在 第 四 章 $ 5, 重要 的 Hahn- 
Banach 延 拓 定理 的 证 明 , 要 再 次 用 到 这 个 引 理 ， 

Zorn 引 理 直观 上 似乎 是 不 显然 的 ,要 求 读者 作为 集合 论 的 公 
理 接 受 它 。 如 果 期 望 证 明 某 些 仓 在 性 类 型 的 结果 ,这 个 公理 是 有 
力 的 . 

我 们 注意 ， 可 以 证 明 Zorn 引 理 等 价 于 集合 论 的 另外 两 个 公 
理 ; (1) 选 择 公 理 , (2) 良 序 原理 . 为 了 我 们 的 目的 , 出 于 技术 的 原 
因 , 采用 Zorn 引 理 是 最 好 的 . 对 三 个 公理 的 等 价 性 有 兴趣 的 读 
者 可 查阅 列 入 文献 目录 的 了 . 0. Suppes 著 的 书 ， 

.77 。 


习 题 1 


1. 证明 ; 当 且 仅 当 CC4 时 , 集合 等 式 
(ANB)UC=AN(BUO) 
成 立 ， 
2. (1) 证 明 ， 
{rERIe=0}=$ 
(ii) 确定 
1TER|Ie=—1l} 和 {s€Cle’=—1}. 
3.(i) 设 44=(a, ce) 是 以 a 为 左 端点 的 开 区 间 , 即 4。= {rz € Rla<z}. 
证 明 U {4ala€ BR} 一 五 . 
GD 设 =(0, 生 ), 求 自古 
和 4. 对 于 任何 集 类 14。} 与 任 一 集 4, 证 明 
AU(NA,)= N (AL 4,), 
AN (UAo)= UC(AN A4,). 
。 证明 . 对 任何 集 4, B, 0, 有 (4NnB)xC=(4xO Nn CGBxO) 成 立 ， 
上 “表示 Descartes 线 积 . 
6. 设 《w, 纺 ，(w, 四 是 有 序 对 , 证明; (2, 9) = (4%， 四 的 充 要 条 件 是 zt 
Ye, 
7. 证 明 : 在 实数 集 避 上 定义 的 关系 <， 它 具有 传递 性 ,但 没有 目 反 性 ， 
也 没有 对 称 性 . 
8. 设 2= (xn), Y 二 (yn) 是 实数 序列 ， 如果 zn 一 .一 0, 那么 定义 LX~y. 
证 明 ; ~ 是 一 个 等 价 关 系 , 并 指出 含有 序列 (1, 1,…) 的 等 价 类 . 
9. 设 ~ 是 集 和 上 的 一 个 等 价 关系 ， 证 明 : 恕 ,= 的 充 要 条 件 是 ~y， 
又 如 Bo 六 By, 那么 BonN 五, 一作 
10. 指出 下 列 关 系 中 哪 几 个 是 函数 : 
(i) {C2, 1)，(G 2), (王后, 1), (主教 , 2), (王后 ,3)} 
(1i) {Cz, e”)|z €C}, 
(iii) {Ce*, 2) 12 EC}. . 
11，(i》 设 4a、5ER， 定 义 jc) 一 or 十 证明， 当 且 仅 当 a 二 0 时 ， 
f;B> 是 是 双 射 的 ,并 绘图 说 明 ， 


.12， 


(ii) 设 a, b, cER, 在 R 上 定义 f(z)=aw? 十 bz 十 6c, 试 求 了 为 双 射 的 
必要 充分 条 件 . / 

12. 设 态 是 所 有 由 0 和 1 两 个 数字 组 成 的 序列 的 集 ， 那 么 se 8 表示 
3 二 (s1, 52,"…), 其 中 sn 或 者 是 0, 或 者 是 1， 用 反 证 法 证 明 8 是 不 可 列 的 . 
即 设 8 可 列 成 {sD?，s'2?，…}, 其 中 sD= (8s 多 ，s 多 ，…)， 5 罗 一 (8 的 ,55 …)， 
等 等 。 适当 改变 对 角 线 元 素 si?，s 外 ，s 如 ，…， 容易 构造 一 个 序列 se 5, 使 
得 对 一 切 n€ 入 , s 直 s， 这 与 假定 S 是 可 列 的 矛盾 . 

从 S 的 不 可 列 性 推导 由 所 有 实数 所 成 的 集 忆 是 不 可 列 的 。 作为 一 个 提 
示 , 设想 把 BR 的 元 素 表 示 成 小 数 . 

13. 设 a<5,，(a, 5) 是 RR 中 的 开 区 间 ， 证 明 (a, 5)~(, 了 .由 此 说 
明 , (0, 1) 与 RR 是 等 势 的 集 , 即 (0, 1) ~, 
” ”14. 说 明 及 中 所 有 无 理 数 的 集 是 不 是 可 列 的 . z 

15. 用 了 (2) = 定义 f: RR， 求 (了 匡 , 2}) 和 广 !(L 分)。 并 同 
定理 1(vii) 比 较 ， 

16. 证 明定 理工 的 全 体 . 

17. 证 明 : 当 且 仅 当 f 了 是 单 射 时 ,有 (4NnB)=f(4) nf(B). 

18. (i) 设 Y=1{4, 从, 其 中 4 寺 9。 对 于 集 的 包含 关系 C，. 是 不 是 
全 序 集 ? : 

(ii) 设 .以 是 集 民 , 中 的 所 有 子 集 的 族 ,说 明 集 的 包含 不 是 .x 上 的 一 个 
全 序 . 


$2 实数 与 复数 


在 短 短 的 这 一 节 中 , 我 们 汇集 了 有 关 数 .序列 ,极限 以 及 级 数 
的 一 些 基本 概念 , 预计 读者 已 经 完全 熟悉 大 多 数 概念 ， 我们 所 希 
望 的 是 使 读者 回想 起 这 些 基 本 概念 ， 而 显然 不 是 提供 一 个 初等 分 
析 教 程 ， 

众所周知 , 实数 系 BR 可 以 从 有 理 数 系 Q@ 构成 , 有理 数 系 @ 又 
可 以 从 正 整数 系 六 构成 ， 这 样 作 虽然 有 好 处 ,但 任务 是 长 的 和 艰 
巨 的 , 通常 是 采取 一 个 更 简单 的 处 理 方法 , 也 就 是 定义 BR 是 一 个 
满足 上 界 公 理 的 全 序 域 ， 全 序 域 是 一 个 域 , 其 上 定义 一 个 全 序 关 
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系 <( 见 第 一 章 $ 1)， 使 得 ， 如 果 % 环 y, 就 有 2% 十 z 环 y+%; 如 果 
vy 且 0 尺 z, 就 有 zw 环 W， 这 里 9 表示 域 的 零 元 , 有 理 数 集 0 
关于 三 构成 一 个 全 序 域 , 但 是 8 不 满足 上 界 公理 , 这 个 公理 是 实 
数 域 的 主要 特征 . 

情 的 上 界 公 理 有 时 称 为 完备 公理 (关于 这 点 ， 见 第 二 章 § 2)， 
它 可 以 表述 如 下 ;每 一 个 上 有 界 的 非 空 实 数 集 有 一 个 实 的 上 确 界 
( 即 最 小 上 界 ) ， 详细 地 说 ， 如 果 Sz*9, SCR, 且 对 所 有 s€S 和 
某 一 且 ER, 有 s< 且 ,那么 存在 ME 有 R, 满足: (i) 对 所 有 s€ 5， 
s<31; (i 让 任意 给 定 e>0, 存在 ss(e), 使 得 *> 开 一 s， 即 杂 
是 8 的 上 确 界 , 记 为 有 M=supS 或 叶 =sup{s8|s€ D5}. 

从 上 界 公 理 容易 得 到 ， 如 果 S*8, SR, 当 5S 是 下 有 界 时 ， 
那么 S 有 一 个 最 大 下 界 , 即 下 确 界 , 记 为 inf8. 

实 变数 理论 的 整个 论述 , 以 至 于 以 后 整个 分 析 的 一 大 部 分 ,都 
决定 性 地 依赖 于 上 界 公理 ， 

现在 ， 如 果 我 们 认为 是 没有 问题 的 了 ， 那么 就 可 以 容易 地 
构造 复数 域 C， 定义 C 为 x, 其 域 运算 由 下 式 给 出 ， 
(x, + WY)= (2+ Y+Y) 
和 (2, Y) (2 Y) = (ww — YY, WY +Yy% ). 

因为 

(w, O)+w’, 0)= {z+w, 0) 和 (2, 0) (2 0) = (ww', 0), 
所 以 我 们 约定 (z, 0) 与 实数 ” 等 同 ， 写 5= (0, 1), 于 是 用 = 
ij 和 = 一 1， 因此, 如 果 z= (w, Y) EO, 那么 ?=z 十 动 。 这 样 产生 
的 C 不 可 能 成 为 全 序 域 (见习 题 2 的 第 2 题 ). 四 

现在 我 们 转向 C 中 的 序列 一 个 复数 序列 ” 是 一 个 函数 
z: 丸 ->CO， 于 是 ,对 每 一 个 E 六 ,我 们 有 一 个 复数 =(z) 与 之 对 应 ， 
一 般 写 成 ww。 我 们 也 写成 z 

少 一 (gn) 一 《01， 和 9， 光 3， …)， 
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用 圆 括号 表示 ， 以 免 同 单纯 的 集 本 身 {V1, La, Va, …} 混淆 
有 界 序列 序列 z= (omw) 称 为 有 界 序列 , 当 且 仅 当 存在 久之 0， 
使 得 对 所 有 nE€W 有 |oo| 科 至， 所 有 有 界 序列 的 集 用 i 表示. 
收敛 序列 “序列 "= (ww) 称 为 收敛 的 (具有 极限 站 , 当 且 仅 当 
对 每 一 个 s>0, 存在 入 一 入 (8) 使 得 对 了 所 有 n>N, 有 12 一 上 | <e. 
记 为 2 一 ln 一 > 00) 或 lmzw。=1， 所 有 收敛 序列 的 集 用 6 均 示 ， 
上 极 腿 与 下 极限 设 El- 是 有 界 实数 序列 ,我们 定义 2 的 


上 极限 和 下 极限 分 别 为 
lim sup Von 一 if (sup vs), 
lim inf vn = sup (inf Pn) . 
因为 x 是 有 界 的 , lim sup zn 与 lim inf ws 是 有 限 的 实数 . 从 
它们 的 定义 , 我们 直接 得 到 下 列 性 质 ， 如 果 必 y El， 
Lminfw,+ lim int y, < lim inf (nt Yn) 
<lim inf w, + lim sup yn 
<limsup(st yn) 
<lim sup wt lim sup on. 
显然 ,如果 对 所 有 n，zn 所 ys， 那么 limsupzn<limsupyn， 与 
lim inf w, < lim int vy,. z 
: Qauohy 序列 序列 z= (zn) 称 为 0auchy 序列 ， 当 且 仅 当 
| 一 wm | 一 0《(m，mn 一 co0)， 即 对 所 有 s>0, 存在 人 N=N (a)， 
使 得 对 所 有 n, 加 > 人 有 | 和 一 如 | 二 8， 所 有 Cauchy 序列 的 集 用 
5 才 示 ， 
0、 与 之 间 有 下 列 关 系 : 
定理 2 0 一 Cl,,，% 是 1 的 真子 集 . 
证 明 coCScC1 以 及 严格 的 Cl 是 显然 的 ， 需 要 证 明 的 
是 Ce， 这 可 通过 上 极限 和 下 极限 的 性 质 得 到 , 它 的 根子 仍 是 上 
.15 . 


界 公 理 ， 事 实 上 , 我 们 能 证 明 ; 多 Ce 等 价 于 上 界 公理 ， 

为 了 证 明 多 Co, 我 们 只 考虑 实数 序列 .因为 复数 序列 的 情 
形 可 从 下 述 事实 直接 得 到 | 

[Re(s)| 和 |z| 科 |BReG)[ 十 [im(2)|， 

其 中 z=w++iy € 0, wRe(z), y=Im(x). 设 (wr) € 多 ,那么 - 
[zr 一 mn | 过 i nn, m 宇 入 (1)， 因 此 |z;| 过 1 十 |ww|, n 宇 NN, 即 2E 
i,， 因为 x 是 实数 序列 ，lim sup z 和 lim infz。 存在 ， 对 所 有 
e>>0, 存在 衣 , 使 得 

(1) zw <rnt 8, nn, mWN, 

(2) zn> wm— 8, Nn, m>N, 
固定 mw>N， 在 (TD 中 取 上 极限 limsupz。， 在 (2) 中 取 下 极限 
lim infw。， 得 到 8 

limsupws rmt+ 8, lim intw,>zm— 6€, 

因此 0 委 lim sup zz 一 Hminfzn<s28， 
又 由 于 s 的 任意 性 ,所 以 imsupmm=liminfw,=1， 由 此 容易 得 
到 wm 一/ 

ZCo 有 时 称 为 复数 的 Qauohy 原理 , 一 般 形式 的 Cauchy 收 
敛 序列 的 概念 , 在 第 二 章 $ 2 讨论 完备 度量 空间 时 再 介绍 . 
众所周知 , 无 穷 级 数 的 理论 在 分 析 中 是 非常 重要 的 ， 这 里 ,我 
们 观察 一 两 个 在 今后 需要 的 简单 事实 , 并 且 建 立 记号 . 关于 无 穷 
级 数 实际 是 什么 , 那 是 相当 混乱 的 ， 但 是 大 家 都 知道 ,只 要 在 实际 
运算 中 不 出 错误 它 就 没有 多 大 关系 ， 不过, 既然 有 机 会 ,我 们 将 定 
义 ( 复 区 项 ) 级 数 是 一 序列 对 (@, 8), 其 中 4= (Qn) = (dl .Qa,…) 是 
给 定 的 ,而 s= (s) 与 a 的 关系 用 下 式 给 出 ，s 一 人 十 ga 十 … 十 gu， 
不 过 通常 , 我 们 按 习惯 写 为 Za 来 代替 (o，8)， 并 使 用 “级 数 Zaxz” 
这 样 的 语言 ， 我 们 约定 是 从 1 到 “无 穷 大 ”. : 

根据 级 数 的 这 个 定义 ， 一 个 收敛 级 数 应 该 定义 为 一 个 满足 
16 . 


s€0 的 对 (a, s). 这样, 所 有 收敛 级 数 的 集 可 写 为 {(4, s) |sE0}. 然 
而 ,按照 惯例 ,我们 定义 所 有 收敛 级 数 的 集 y 如 下 ， 
y= {6= (x) |sSE oO} = {gl 之 ox 收敛 }， 

按照 习惯 的 但 不 恰当 的 用 法 ,我 们 也 用 之 ax 表示 级 数 之 ox 的 
和 , 即 当 gE€7 时 , 区 ox 一 lim ss, 当 且 仅 当 aE ~?7 时 , 称 级 数 ow 
是 发 散 的 . 

利用 定理 2, 我 们 看 到 wa€y 的 充 要 条 件 是 ， 对 每 一 个 6 二 0, 
存在 仿 =N(e), 使 得 对 所 有 n>>VW 以 及 所 有 Pp 之 0, 有 


党 十 器 


>2 Ux 
EY 的 这 个 判别 准则 , 通常 称 为 级 数 的 一 般 收敛 原则 ， 取 
2=0 时 , 焉 是 当 wE7?y 时 有 own 一 >0， 名 yCco, 这 里 co 表示 收 傅 于 零 
的 所 有 序列 的 集 ， 
当 级 数 之 |ax| 收敛 时 , 那么 称 级 数 > 是 绝对 收 化 的 . 通常 
记 为 之 | 必 | 二 co, 
我 们 定义 所 有 “绝对 收敛 级 数 的 集 如 下 ， 
= {= (oo 121w| 王 cc) 
一 般 收敛 原则 表明 : Cy, 因此 ,总 起 来 有 
LCyCoCo= CECI,. 
这 里 所 有 包含 和 都 是 严格 的 . 
为 什么 我 们 用 和 表示 有 者 序列 ,用 六 表示 绝对 收敛 级 数 ? 其 
理由 是 ， 当 0<p<ooc 时 ,定义 
y= {86= (@x) |Z|arl?<o0}. 
那么 了 是, 当 p=1 的 情形 ， 在 本 书 的 后 面 将 表明 序列 的 集合 如 
是 邻 人 感 兴 趣 的 ，2= ce 的 情形 还 稍 有 些 孤 立 ， 不 过 , 我 们 注意 
到 aoE 等 价 于 (Zeps|9Y2<co， 然 后 , 如果 对 某 个 p>>1, 6 € by 
那么 可 以 证 明 


< 8， 
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lim (ZF ||?)Y?=suplor|, 
。 3?% 


但 5E/ 等 价 于 suplaxl <o0， 因此 1 可 以 看 作 的 极限 情形 . 
这 样 ， 至 少 说 明了 记号 和 i 中 1 和 oo 的 用 意 ， 有 至 于 使 用 记号 
/ 的 理由 没有 谈 及 , 因为 它 仪 对 数学 史家 有 兴 


习 题 2 


1，(i) 假定 对 及 上 界 公 理 成 立 ， 证 明 每 一 个 有 下 界 的 非 室 实数 集 有 
一 个 最 大 下 务 . 
Qi) 设 2 Y El 是 实数 序列 证明， z 
inf wt inf vy, <inf (vw, t+yn) <suplznt yn) ESUP Ln + SUP Yn 
并 且 举 一 个 上 式 中 严格 不 等 式 全 部 成 芯 的 例子 . 
Giii) 证 明 
lim sup ¢ = lim x (SUP >xZn) 
和 | lim inf x, = lim x (nf, ,rn) 
以 及 lim inf w, < lim sup wn. 
(iv) 证 明 limsupm=1 的 充 要 条 件 是 : 对 每 -个 se>0, 存 在 了 = 了 (se)， 
使 得 对 所 有 2> V， zn<1 十 8， 并且 对 尤 穷 多 的 1n, Zr>! 一 8. 
(Vv) 证 明 zxn 王 ?的 充 要 条 件 是 
lim in{ x = lim Supzn 一/ 
“ 2. 我们 知道 0 是 一 个 域 . 假定 C 在 某 个 全 序 关系 飞 下 是 一 个 全 序 域 ， 
试 通过 在 全 序 关 系 天 下 考察 和 0 导出 直上 盾 . 
3. (i) 证 明 收 敛 序列 的 极限 是 唯一 的 . 
(ii) 证 明 ecCGgcCl, 并 且 ?Ci 是 严格 包含 关系 ， 


Gii) 用 mm=1+HJ+ 二 十 …… 十 二 定义 思 用 上 界 公理 证 明 2Ee， 并 证 
明 序列 的 极限 不 是 有 理 数 ， 
4，(i) 证 明 ae y 的 充 要 条 件 是 : = (ro) e co, 其 中 


| Cx, 
(ii) 证 了 明 2cyccoCect 都 是 严格 包含， 
(iiy 设 limsuplanlY7=1， 证明 当 71<1l 时 los 收敛, 当 1>1 时 Zoo 
发 散 ， 当 ?71=1 时 ,举例 说 明 Za 可 以 收敛 ,也 可 以 发 散 ， 
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9. 设 lax|?<%, D>0， 证明 当 gq>wp 时 axl:<~%, 且 


lim(¥|ax|?)!?=sup|ax|. 
Ta 


S$ 3 函数 序列 , 连续 性 , 可 微 性 

和 在 $2 中 一 样 , 我 们 试图 很 快 地 考察 在 这 节 标 题 中 提 到 的 
基本 概念 ， 

在 本 书后 面 ， 我 们 将 推广 部 知 的 复 变量 范 数 的 连续 性 和 解析 
性 的 概念 ， 现在 我 们 回顾 这 些 并 陈述 两 个 大 家 知道 的 复 变 量 定 
理 ,它们 在 第 五 章 中 将 要 用 到 ， 

设 f:S->0, 其 中 5 是 C 的 子 集 ， 阁 对 每 一 s>0 存在 6= 
6(e, %%)， 使 得 当 zES，|z 一 zo| <6 时 就 有 |f (2) 一 f(%0) | < 之 8 成 
立 ， 那 么 称 f 是 在 zoE€S 连续 ， 这 可 写 为 ， 当 z-> 加 时 (2) 一 
f (20). | : 

通常 在 区 域 上 定义 解析 函数 ， 即 在 C 中 开 连 通 集 上 而 不 是 在 
一 般 集合 上 .于 是 f:D 一 0 在 区 域 D0 上 是 解析 的 , 当 且 仪 当 对 每 
一 个 2ED 及 z+hED, 极限 
lim A 2 (= plo)) 


h—=0 


存在 。 这 个 定义 的 一 个 熟悉 的 但 是 引 人 注 意 的 结果 是 . 函数 
所 ,… 也 都 在 D 上 解析 . z : 

在 整个 平面 C 上 解析 的 函数 叫做 整 函数 ， Liouville 定理 表 
明 , 有 界 整 函数 必 是 一 常数 .Liouville 定理 的 推广 形式 在 第 四 章 
证 骨 , 并 且 用 它 证 明 第 五 章 中 著名 的 Gelfand-Mazur 定理 . 

种 作 人 参考 ,我们 援引 Cauohy 和 Morera 定理 ( 见 Ahjlfors， 
1953) ， 

Cauchy 定理 设 了 在 一 个 简单 闭 曲 线 荆 上 以 及 它 的 内 部 
解析 ,那么 | (2)dz 一 0 
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Morera 定理 设 f 在 区 域 了 上 连续 , 并 假定 对 了 DD 中 每 一 简 
单 闭 曲线 了，| .7 一 0, 那么 太 是 刀 上 的 解析 函数 、 


在 人 研究 序列 的 收 伍 性 时 ， 我 们 经 常 碰 到 所 研究 的 序列 依赖 于 
一 个 参 变 量 的 情形 .例如 序列 (f,), 其 中 f(z) = 加 2EC， 一 般 ， 
我 们 考虑 了 消 数 序列 (f4(3)), 这 里 f4:S 一 0C, n=1, 2, …,S 是 一 
个 任意 的 集 ， 当 且 仅 当 对 每 一 点 sS€5, f(s) 一 f(s) (一 co) 时 ， 
我 们 说 在 S 上 f, 一 f 是 逐 点 的 ， 详 细 地 说 就 是 ， 对 每 一 sSES 和 
每 一 e>0, 存在 入 = 入 (s,s) 使 得 对 一 切 %> 六 有 | Js) 一 了 (3)| 
<s， 我 们 称 是 (f(s)) 在 S 上 的 逐 点 极限 ， 

例 12 在 S=[0,1]CR 上 定义 (2%) = 如， 那么 由 
0, xzE€ [0, 1) 


f(®) -1 人 一 二 


定义 的 了 是 在 [0, 1] 上 (w") 的 逐 点 极限 。 注意 ,虽然 每 一 个 户 在 
[0 1] 上 连续 ,但 逐 点 极限 在 [0，!] 上 不 连续 , 尽管 仅仅 在 一 点 处 . 

如 果 在 S 上 (f) 逐 点 收敛 于 f， 且 在 上 面 详细 定义 中 出 现 的 
N(e, s) 与 3， 无关， 那么 我 们 称 在 S 上 (f,) 一 致 收敛 于 J， 显然， 
在 8 上 (一 致 收 全 于 了 的 充分 必要 条 件 是 : 对 每 一 8>0， 存在 
N=N(e), 它 只 与 & 有 关 而 与 * 无 关 ， 使 得 对 一 切 %> 克 和 对 一 
切 s€S, 有 |fx(s) 一 f(s) | <e. z 

例 18 在 虚 轴 上 定义 ,一 (z 一 %) 飞 ， 那么 在 这 个 轴 上 ，fn> 
0(n 一 > co) 是 一 致 的 ， 因 为 对 所 有 % 之 1 和 所 有 实数 y,，|fn(i9) | 和 


n+， 因此, 当 %> 二 一 入 (8) 时 ,对 一 切实 数 y, |fn(iy) | 之 


显然 ， 如 果 在 8 上 , ~ ce 时 (j) 逐 点 收敛 于 六 那么 在 8 
土 (f) 一 致 收敛 于 的 充分 必要 条 件 是 


sup|fs (8) 一 FI 一 0 (00). 
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二 


下 述 玫 示 一 致 收敛 性 的 Cauohy 原理 常 是 有 用 的 ， 

定理 8 设 f4:5->0, nn 一 1,2, …, 那么 (f) 在 S 上 一 致 收敛 
的 充分 必要 条 件 是 : 对 每 一 个 s>0, 存在 N=N(e)， 使得 对 一 切 
mm, n>N, 以 及 一 切 切 SEN， 有 

[js) —fm(s) | <s. 

证 明 如 果 (f,) 在 S 上 一 致 收敛 于 f, 那么 显然 (Fo 是 SS 上 
的 一 致 Cauchy 序列 , 即 在 S 上 , |f, (8) 一 fn(s) 1-> 0Cm, n> 0c) 
一 致 成 立 ， 反 过 来 , 根据 定理 2, 对 每 一 个 sSE 5S，(f,(s)) 是 收 但 
的 , 于 是 , 假定 对 每 一 个 SES, jg 一 js (m 一 co)， 因 为 对 每 
一 个 nlimm|f,(9) 一 fm(s) | 一 |f,(3) 一 f(s)|, 所 以 对 每 一 个 SES 


和 每 一 个 n> 妨 ( 二 ), 有 |f(9) 一 f(s) 1< 扎 ， 因 此 对 每 一 个 n> 


sup|f,(s) ~f (9) | <s, 


由 此 , 当 n 一 吕 时 (fw) 在 S 上 一 致 收敛 于 下 . 

一 致 收敛 性 的 两 个 主要 好 处 在 下 面 的 定理 中 给 出 ， 

定理 4 (i) 设 每 一 个 f,: 5S->O 在 SCC 上 连续 ， 如 果 在 
S 上 (Jfr) 一 致 收敛 于 f, 那么 在 S 上 f 连续 . 

(i) 设 工 是 C 中 的 可 求 长 Jordan 弧 , 其 长 为 1， 若 在 和 上 
fn:T0 连续 ,县 在 和 上 当 和 >co 时 (fo 一 致 收敛 于 j， 那么 

OL OL n> oo 

证 明 (i) 任意 取 z, %ES. 根据 一 致 收敛 性 ,存在 从 , 使 得 
|f (2) — fxn(2)|<e, | fy (20) 一 f(z0) | 二 es。 因为 fy 在 z 连续 , 存 
在 6=6(g, zo), 使 得 jz 一 如 | <6 时 有 : 

| — fx(%0) |<e. 
因此 由 三 角 不 等 式 , 如 果 |z 一 zo| <2 那么 |f (2) ~f (20) | <32， 
. 91. 


所 以 了 在 任意 2cEAS 连续 . 

(iD) 根据 (i), ff 在 荆 上 连续 .因此 结论 中 出 现 的 所 有 积分 
存在 . 因为 对 所 有 2E 厂 和 ?AN 有 | 一 f(2)| 二 ,所 以 对 
这 样 的 n,， 有 


[fra fal <suplt ty) -7O lee 


这 了 就 证 明了 ( 节 ) . 
关于 复 值 函数 级 数 的 一 致 收敛 性 ， 我 们 定义 之 户 (s) 在 一 个 集 
SS 上 一 致 收敛 于 户 就 是 对 每 一 个 户 : 5S 一 0, 在 8 上 一 致 地 有 
OO 

十 面 定理 给 出 了 级 数 一 致 收敛 性 的 比较 粗糙 但 很 有 用 的 检验 
法 . : 

定理 5 (Weierstrass 及 -检验 法 ) 设 f,: S 一 0, > M;,< 0, 

且 | Cs) 和 ar 对 一 切 上 和 sEA 成 并 . 那么 级 数 之 jr 杜 pi 

在 8 上 一 致 收敛 . 

证 明 对 n>1 op0 以 及 一 切 sES, 有 


A <A < HI. 
从 级 数 的 一 般 收敛 原理 以 及 定理 3 推出 所 要 的 结果 . 
例 14 习 - 扰 在 |?|<1 上 是 一 致 收敛 的 ， 因 为 在 |z| <1 上， 
< 二, 且 卫 五 <oo. 


| 2 
7 


| 习 题 3- 
1. 证 明 § 3 例 12 中 的 mo 收敛 于 记 是 逐 点 收 化 但 不 是 一 致 收敛 ， 证 明 
在 | 0， 亏 | 上 它 是 一 致 收 伍 的 ， 
2. 在 [0 本 上 定义 户 (@) =(1+nw)-1， 证 明 在 [0, 1] 上 (jf) 是 逐 点 收 
钙 但 不 是 -- 致 收 化 证 明 zfa(x) 王 0 (> co) 在 [0, 1] 上 是 一 致 的 。 
。 292 ， 


a 


3. 在 五 上 定义 户 (z) =Z 人 十 2459 于. 证 明 在 部 上 , 思 一 0 一 co) 是 
一 致 的 ,对 6E 瓦 讨论 等 式 imv 久 (=0 的 正确 性 . 

4. 设 p>1l， 证 明 且 sh"?Ct+%|z| 引 了 1 在 C 上 一 致 收 敛 , 其 和 国 数 在 C 
上 连续 ， 

5. 设 户 :1 < 十 一 0 2 一 二 2 … 是 解析 的 ， 且 在 好 |jz| < 让 上 
fn 了 Ff -> %) 是 一 致 的 ， 用 定理 4(ii), Cauchy 定理 以 及 Morera 定理 证 
/在 人 2|1z| < 车 上 解析 . 

， 证 明 满 足 条 件 : 在 CC 上 了 SS |f(0)|>> EGGD 1 的 一 切 整 函数 

的 入 是 空 全 / 

7. (Abel 极限 定理 ) 设 且 Qs 收敛 于 s。 证 明 arr* 在 [0， 1] 上 一 致 
收敛 ,并 推 证 当 x 一 1- 时 ，Barr* 一 s. 

《提示 : 记 sn,p 二 Qnx"? 十 … 十 dpx?, 应 用 Abel 部 分 和 得 到 ， 对 一 切 n 之 
N(e), p>n 以 及 26E[0 1], 有 |sn,p| 三 8， 然 后 运用 定理 3 和 定理 和 4(1).,) 


$4 不 等 式 

现在 证 明 一 些 简 单 的 不 等 式 ， 我 们 在 以 后 的 各 章 中 将 随意 地 
使 用 它们 ， : 

[1 (三 角 不 等 式 ) 对 任何 w 5E€0, lat+?|<jol+12|. 
证 明 因为 |Re(z)| 委 |z| 对 任何 2E C 成 立 ， 所 以 结论 可 由 
下 式 得 出 . | 

lg+b|?= +b) (+0) < <lols+ |b|?+2|ab|. 


二 了 四 1 > 
[2] 1 十 | 十 po “于 [可 于] 下 对 任何 0,6E0 成 立 ， 


证 明 考虑 了 (一 1(1+ 们 改过 一 由 于 这 -时 万 的 = 
(1+ 妨 -因此 了 是 增 函 数 ， 根 据 三 角 不 等 式 , 于 是 有 
fllatbl)<f (al+15)) 


la|+|5| |a| _ 1 
且 la| 士 12D 一 天 全 直入 于 和 有 二 工 士 |2| 


[8] 设 p>1 六 + 二 = 4 之 0, 5 之 0， 那么 b+ 


.23 . 


当 且 仅 当 ?= 0% 时 等 式 成 立 ， 

证 明 考虑 (8) =1 一 入 十 诸 一 六 ,其 中 入 = 一 , t>0。 那么 当 
0<t<1 时 , 了 ()<0, 当 1>1 时 了 (>0. 因此 f (2)>f (1) =0, 
并 且 仅 当 #=1 时 等 式 成 立 ， 于 是 有 

P< (一 人 十 和 t>0. (GD 
如 果 5 一 0, 那么 ob 一 0< 如-, 如 果 5>0, 在 (DD 中 令 1 一 rb- 就 
得 到 我 们 要 的 结果 . 

[4] 〈Halder 不 等 式 ) 设 p> +- 1 mi ,an>0 

以 及 01，…，p0 关 0， 那么 


ah< 二 国 " @ 
以 及 . 
之 Grbr <(> p> a ) max D (3) 


证 明 (2) 式 称 为 H5lder 不 等 式 . 不 等 式 (3) 是 显然 的 , 它 
可 以 看 作 H6lder 不 等 式 在 p 一 1 时 的 情形， 
为 证 明 (2) 式 , 令 | 
4= (Zab?, B= (20%), 
其 中 之 是 从 k= 到 =n 求 和 ， 如果 4B=0, 那么 或 者 4=0 或 
者 8=0.， 在 这 两 种 情形 我 们 都 有 (2) 式 两 边 等 于 0。 现 设 4 已 > 
0, 那么 根据 上 面 [3] 中 的 不 等 式 , 有 


LW ,bn < oF oF bE bh 
A B ‘pA gqgBa’ 


由 此 得 号 mvbn< (二 二 二)4B 一 4B, 这 就 是 (2) 式 . 

从 证 明 容 易 看 出 ，H6ldor 不 等 式 中 的 等 式 成 立 , 当 且 仅 当 有 
一 个 常数 及 使 得 
。 v4 ， 


of— Mo4, i<k<n. 
[5] (Minkowski 不 等 式 ) 设 p 之 l,m …, Qn 之 0 和 ,…， 
b, 之 0， 那 么 
(Sort bn) PEF af) ?+ CB bE) 级 
其 中 这 是 从 k=1 到 =n% 求 和 . 
证 明 p=1 的 情形 是 显然 的 .假设 p>>1， 为 简便 起 见 ,省略 
下 标 £, 根据 {种 中 的 Holder 不 等 式 有 
PACEIDE DNACEROLERE DAICEH Ola 
(Sar ?Seth 
+ (E60) ?D0+ 06) 
由 此 立即 可 得 Minkowski 不 等 式 . 
[6] 设 0<p<1, er pp Gn 之 0 和 1,，…, bw 之 0， 那 么 


> (+ be) ?< > Qk 十 > bs. 


证 明 ”只 要 证 明 不 等 式 (+)?<wn+ 妇 对 0<p<1, o>0 
5>0 成 立 就 够 了 ， 为 此 ,我 们 考虑 i 
f(t) =1+#— (i+),, />0. 
取 导 数 , 我 们 得 到 t=0 时 了 之 0, 即 民 十 妨 ?<1 十 加 ， 如 果 5=0， 
那么 (4 十 ?=a? 十 b?; 如 果 5>0, 在 (+ 人 ?<1+ 如 中 令 ft 


即 可 得 到 所 要 的 结果 . 
由 不 等 式 [1]. [下 和 [6] 可 得 到 下 列 常用 的 对 复数 oo bh 也 成 
立 的 结果 : 2 
Glew thle BllD Yt EI) (p>1), 
Slaortbrl ?Zot+2|brl? (0O<p<1), 


习 题 4 
1， 设 ?0, 证 明 le+zl= 12 二 |o| 的 充分 必要 条 件 是 有 一 个 实 常数 
2、 


Dp 之 0，, 使 得 4 二 pb. 
2. 人 讽 p 之 1 证明 
分 茹 给 
Sled) <n0! Dlale, 


3. 设 1<p<~, 二 + 二 ~1， 如 果 a Eels, bEls, 证 明 ab= (asp El 


当 q EH, bEL 时 ,有 0 EU 吗 ? 
4. 假设 1<p<%, a tly, bEl, 令 
~ 1/p 
lal=( Slo?) ". 
| 
证 明 a+b 二 (axr++br) €lp 及 atbl<)al + lol. 
5. 假设 0<pr 拟 1， Kk=1,，2,，…, 并 设 之 |axj*<< 吕 ,b4|?*<< co， 证明 
之 | 2 十 br|*< ce 和 对 于 每 一 个 固定 的 和 EC0, Aax|?*< oo, 
6. 设 a€Els, 0<p<1l 证 明 Zlax| < (Zlar|?) ?7, “ 


00 ，。 


第 二 章 “度量 空间 与 拓扑 空间 


$1 度量 空间 与 半 度 量 空间 


在 实 变 量 和 复 变 量 理论 中 ， 有 许多 结果 是 依赖 于 实数 和 复数 
的 代数 性 质 的 .例如 研究 震级 数 一 一 这 在 复 变量 理论 中 是 很 基本 
的 ， 在 组 成 多 项 式 wo 十 az 十 … 十 ao 办 时 ， 训 要 用 到 复数 的 加 法 和 
乘法 这 些 纯 代 数 的 概念 .当然 ,另外 还 要 引进 一 个 分 析 的 概念 , 即 
取 这 样 一 个 多 项 式 的 极限 ( 当 ”一 ce) 才 得 到 一 个 容 级 数 . 但 是 , 
在 初等 分 析 中 有 许多 结果 就 其 本 质 来 说 ， 不 依赖 于 实数 或 复数 的 
代数 结构 , 这 些 结果 主要 包含 两 个 数 ” 和 2% 之 间 的 距离 的 概念 . 

当 我 们 推广 距离 的 概念 , 使 它 适 用 于 任意 集合 的 对 象 时 , 并 不 
要 求 这 个 集合 有 任何 代数 结构 , 虽然 在 特殊 的 集合 ,如 实数 和 复数 
集合 , 有 “自然 的 ”距离 函数 , 它 用 到 代数 运算 . 分析 中 有 些 基 本 概 
念 实际 上 是 度量 (或 距离 ) 概 念 ,作为 一 个 例子 ,我 们 考虑 函数 了 在 
点 zo 的 极限 1 这 个 极限 的 定义 上 只 用 到 z 与 vo 以 及 f 与 1 之 间 的 
距离 。 从 这 个 极限 概念 出 发 ， 引 出 了 连续 函数 和 收敛 序 列 的 重要 
理论 . 

在 本 章 我 们 讨论 度量 空间 和 拓扑 空间 的 一 些 基 本 理论 ， 这 些 
理论 只 限于 基本 的 以 及 在 后 面 的 赋 范 空间 一 章 中 要 用 的 那些 内 
容 . 

”就 实数 (或 复数 ) 空间 有 距离 或 距离 函数 这 一 点 而 言 ， 度 量 空 

闻 是 它 的 自然 推广 ， 当 我 们 用 大 多 数 人 会 同意 的 与 几何 直观 完全 

一 致 的 方法 适当 地 定义 一 个 度量 空间 后 , 就 有 关于 函数 的 极限 、 连 

续 性 、 集 合 的 有 界 性 、 收 敛 序 列 等 方面 的 结果 , 但 是 没有 和 象 收敛 级 

数 ( 举 例 说 ) 方 面 那样 的 结果 . 因为 级 数 包括 元 素 的 加 法 ,而 在 一 般 
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的 度量 空间 里 是 没有 代数 运算 的 ， 当 然 也 有 一 些 定义 了 代数 运算 
的 度量 空间 一 一 这 在 后 面 儿 章 中 加 以 讨论 ， 暂 时 我 们 只 讨论 最 一 
般 的 情况 . 

拓扑 空间 是 度量 空间 的 自然 和 重要 的 推广 ， 正 如 我 们 在 后 面 
要 看 到 的 ,度量 空间 中 的 距离 函数 产生 称 为 开 集 的 一 类 集合 , 而 用 
来 定义 一 个 拓扑 空间 的 就 是 这 些 开 集 的 基本 性 质 . 

下 面 我 们 给 出 精确 定义 . 

度量 空间 ”度量 空间 是 由 一 个 非 空 集合 子 和 一 个 度量 (或 距 ， 
离 ) 函 数 d: 叉 Xx 了 一 且 组 成 的 对 (了 ,qd), 其 中 d 满足 以 下 条 件 ， 
对 于 中 任意 %, 9, 有 

(M1) dlw, 9) =0 当 且 仅 当 wo=% 

(M2) Q(z, Yy) =d(Yy, 2); 

(M383) oo, 2)<a(w, Yy) 十 CC 2) 。 

注 (i) 度量 函数 是 定义 在 互 的 元 素 对 上 的 实 值 函数 ， 重要 
的 是 应 当 注意 到 它 必 是 非 负 的 . a 非 负 是 因为 由 (M3)， 

d(x, Yy) AY, w) >d(v, s), 

然后 ， 由 其 他 两 个 公理 可 知 24(z, y) 之 0， 因 此 对 了 中 所 有 的 % 
y, dl(v, Y) >0. z | 

GD 由 公理 很 容易 推出 一 个 值得 注意 的 不 等 式 

ld, y) —alw’, y) | dy, v) +alYy, Y). 

(iii) 对 度量 空间 (了 , 四 的 任 一 个 子 集 S, 当 我 们 把 4 限制 
在 SxS 上 , S 可 认为 是 一 个 度量 空间 ， 于 是 称 S 为 (ZX, Q) 的 子 
空间 ， 当 度量 4 固定 在 三 上 后 , 我 们 常常 不 严格 地 把 互 作为 度 
量 空间 ， 但 我 们 心里 应 总 记 住 度量 空间 实际 上 是 对 (对 , 只， 而 不 
只 是 集合 耶 . z 

度量 空间 的 公理 (MIH) 一 (M3) 有 时 被 称 为 Hausdorf 公设, 它 
是 以 杰出 的 德国 数学 家 F. Hausdorff(1868 一 1942) 命 名 的 ， 
028 ， 


公理 (M3) 通常 称 为 三 角 不 等 式 ”因为 它 是 对 复数 x, y, z 成 

立 , 在 几何 上 很 明显 的 不 等 式 
[Iz—z|<|z—y|+ |y—2 

的 推广 

下 面 我 们 举 一 些 度量 空间 的 例子 . 

例 1 每 一 个 非 空 集合 下 能 用 相当 平凡 的 方法 , 即 定义 

dz %)=0 和 oo, Y=1 当 w#Yy 

来 构成 一 个 度量 空间 ， 容 易 验 证 公理 (M1) 一 (M83) 是 成 立 的 ， 按 
这 种 方式 定义 的 度量 4 称 为 卫 上 的 平凡 度量 ， 例 如 , 我 们 能 在 实 
数 集 R 上 用 一 个 平凡 度量 来 代替 通常 的 模 度 量 . 但 是 , 这 样 就 没 
有 我 们 所 知道 的 实 变量 理论 了 .平凡 度量 主要 用 处 是 对 一 些 不 成 
熟 的 断言 或 推广 提供 反例 . 

例 2 实 变量 理论 主要 是 研究 具有 “自然 ”度量 d(x, y) = 
[zy| 的 实数 集 R， 一 般 度 量 空间 的 Hausdorff 公设 确实 隐 含 着 
实数 模 的 基本 性 质 。 

复数 集 C 的 自然 度量 是 dz, w) = |z 一 w|， 这 里 |z| 指 C 中 
复数 : 通常 的 模 . z : 

例 8 在 正 整 数 集合 入 = {t， 2, …} 中 加 上 一 个 元 素 oo, 并 
记 WW' 一 WU {co}, 定义 

dm, n) = 二 一 志 |， 对 mm, n€EN, 


dl(m, co) =d(o0, m) = 十 , 对 mEN， 
QU(00, 00)=0, 
那么 容易 验证 (N', 中 是 一 个 度量 空间 . 虽然 乍 看 起 来 可 能 觉得 
这 个 度量 有 点 怪 , 但 4 有 一 个 优点 ， 即 当 我 们 考虑 象 “n 一 oo0” 这 
样 一 类 的 陈述 时 ,oo 确实 在 W 中 ， 这 一 点 将 在 下 面 $4 中 进 一 
步 讨论 , 在 那里 ,我 们 介绍 度量 空间 中 函数 在 一 点 的 极限 的 概念 ， 
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例 & 用 局 表示 %% 维 欧 氏 空间 , 其 中 % 是 正 整 数 , 即 总 是 所 
有 有 序 匈 元 组 2= (wi ,…, zn) (vi 是 实数 ) 的 集合 , 它 具 有 度量 


do WD- (Sy) (oyER). 
读者 可 以 自己 验证 Hausdor 作 公设 成 立 用 第 一 章 的 Min- 
kowski 不 等 式 可 以 得 到 (M8). 
注意 如 一 即 具有 “自然 "度量 dw, 一 [(w1 一 9 二 
[mi 一 组 | 的 实数 全 体 ， 
nn 元 组 的 集合 上 其 他 一 些 度量 有 oc。 和 


cl(2, Yy) =~max{ |%— | < 对 ， 


ev, Y) ~ la-yl. 

我 们 给 出 以 下 不 等 式 供 参考 . | 
elw, YW <Ady, Y SV Noly, Y), 
CO Y) elw, Yy) nce(s, Y), 
dw, VEelw, VEV ndly, y). 

用 同样 的 万 法 , 我 们 可 以 把 所 有 复 的 % 元 组 的 集合 0” 度量 
例 5 (i) 设 c 是 复数 项 z 的 收敛 序列 z= (zw) 组 成 的 空 
间 .c 中 的 “自然 "度量 定义 为 

dl, Y) = Sup ozn — Yn|, | 
其 中 z= (w,), y= (yw) 是 6 中 的 序列 ， 由 于 收 全 序列 是 有 界 的 ， 
所 以 sup|zn 一 yn| <sup|z。| 十 supiys| 是 有 限 的 , 因此 函数 4 有 定 
义 ，(M1) 一 (M2) 是 很 容易 验证 的 , 下 面 验证 (M3)， 对 每 个 %， 
[va —% | SS |r — Yn| + yn —2n| ds, Y) +aly, 2), 
因此 supjw 一 入 | 二 dw 9) 十 d(y, z)， 这 就 是 (M3). 

Wi) 在 6c 中 ,定义 
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dlw, Y) = [lim (w, —yn) | 
那么 由 极限 和 模 的 性 质 容易 看 到 (M2) 和 (M3) 是 成 立 的 , 但 (M1) 
不 完全 成 立 . 人 dl(w, wz) 二 0, 但 我 们 不 能 从 4(%, y) =0 得 
出 z= 二 y， 例如 vn 二 yr 一 0 nn 之 1)， 因此， 尽管 它 几 乎 是 6 上 


的 一 个 度量 , 但 还 不 是 ， 在 许多 更 重要 的 例子 中 都 很 自然 地 出 现 
这 种 情况 ,这 就 促使 我 们 给 出 比 度量 空间 稍 一 般 的 空间 的 定义 . 

” 半 度 量 空间 ” 半 度 量 空 间 ( 马 , 中 是 由 非 空 集合 全 和 一 个 称 
为 半 度 量 的 函数 4: 卫 x 鱼 -> 呈 组 成 的 ,其 中 a 满足 ,对 他 中 任意 
的 vy, % 有 ad(%, 2) =0;d(%, 9) =d(y, 2);d(%, 人 二 do Y) + 
dl(y, 2). 

度量 空间 和 半 度 量 空间 之 间 的 区 别 只 在 于 ， 后 一 种 空间 里 不 
同 元 素 的 度量 可 以 是 零 ， 对 有 些 情况 来 说 , 我 们 是 在 度量 空间 还 
是 在 半 度 量 空间 上 讨论 是 无 关 紧 要 的 ; 通常 我 们 讨论 度量 空间 , 因 
为 在 某 个 定义 或 证 明 中 究竟 要 不 要 求 (M1) 成 立 是 清楚 的 . 

下 面 我 们 叙述 将 一 个 半 度 量 空间 转化 为 一 个 度量 空间 的 标准 
方法 . 

定理 1 设 (了 ,dq) 是 一 半 度 量 空间 ,定义 ~y 为 d(%w, Y) = 
0, 那么 ~ 是 全 上 一 个 等 价 关系 ， 设 Es 是 含 ”的 那个 等 价 类 ， 
B= {Br€E HB}, 那么 

p(s, By) —d(%, Y) 
在 恕 Xx 加 上 有 意义 , 且 (B， 站 是 一 个 度量 空间 s 间 . 

证 明 证 明 是 简单 的 , 这 里 只 给 出 要 点 ， 由 半 度 量 空间 的 公 
理 可 以 推出 ~ 是 一 个 等 价 关 系 . 比如 由 ZW y~z 可 得 到 d(w, y) 
-d(y, 办 =0， 因 为 d 是 非 负 的 ， 所 以 有 0<d(o, 2) <d(w, ++ 
dly, z) =0, 即 Q(z, z) =0, wz~z， 现 在 我 们 从 恕 。 中选 出 m 从 
妃 , 中 选 出 y 来 定义 卫 Xx 卫 上 的 p, 必须 证 明 p 与 这 些 元 素 的 选 
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法 无 关 ， 如 果 ww Es, yy EB 那么 zx~w', Yy~y ,因此 由 
aw, Y) —dlv’, y) | dy, 2 十 dg， Y), 

得 出 gz， yy) 一 Q(w', Y)， 所 以 p 是 有 意义 的 ， 最 后 ,我 们 要 验证 
(M1) 一 -(M3)， 以 (M1) 为 例 ,如 果 五 = 五 ,那么 zw 1 Co 9) = 
0, p(Bz, By) 一 0。 反 过 来 , 如 果 p(Bs, By) 一 0, 那么 go, Y) 一 
0, z~y， 从 而 召 。= B,。 这 里 我 们 用 到 了 以 下 事实 B= By 的 充 
要 条 件 是 z~y.，(M2)，(M3) 的 证 明 留 作 练习 ， 

虽然 由 以 上 过 程 ， 确 实 可 从 半 度 量 空间 出 发 得 到 一 个 度量 空 
间 , 但 是 必须 注意 , 这 个 度量 空间 的 元 素 即 等 价 类 比 原 米 空间 的 元 

例 6 熟悉 Lebesgue 积分 的 人 会 觉得 下 面 的 例子 是 值得 花 
时 间 去 讨论 的 ， 设 LK=L[0, 是 [0， 刀 上 可 积 隆 数 f 的 集 
合 , 那么 

| Go iae<ce. 


我 们 定义 
a(f, 由 -| If (0) -glo) Ide (f, geD). 


它 是 荆 上 的 半 度量 ,但 不 是 度量 .因为 4(f, 9) =0 只 包含 /yg 
在 [0, 1] 上 几乎 处 处 成 立 ， 根 据 上 面 定理 , 当 且 仅 当 d(f, 9) =0 
即刻 =y 在 [0, 1] 上 儿 乎 处 处 成 立时 , f~g， 因此 工 可 认为 是 一 
个 度量 空间 , 它 的 元 素 是 函数 的 等 价 类 , 这 里 9E B 意味 着 gf 
在 [0, 1] 上 几乎 处 处 成 立 . 
例 7 闭 区 间 [0, 要 上 实 连续 函数 = (办 的 集合 组 成 一 个 重 、 
要 的 度量 空间 ， 因为 = 的 模 是 连续 的 , 根据 实 变量 理论 中 熟知 的 
定理 可 知 它 是 有 界 的 , 并 能 达到 它 的 界 , 因此 我 们 取 自 然 度量 为 
dlw, y) =max{|z(t) —y(t) | |0<1<1}, 
其 中 wy 在 [0, 11 上 是 连续 的 ， 我 们 记 这 个 度量 空间 为 CE0, 1]， 
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另 一 个 [0, 雪上 连续 函数 组 成 的 集合 的 度量 是 
pw, WD = | ll -yD oo, 


其 中 积分 是 指 通 常 实 分 析 中 的 Riemann 积分 ,不 象 例 6 中 的 
Lebesgue 积分 的 情形 , 在 这 里 , 由 于 函数 的 连续 性 , 我 们 有 : 如果 
po, y) 一 0, 那么 z=y 即 2 的 一 9 有 对 [0 习 中 的 一 切 成立， 
这 相当 于 以 下 断言 ， 如 果 了 =/ 连续 , 且 


[WIa=0, 


那么 在 [0, 可 上 7 二 0， 证 明 留 作 练习 ， 

注 “当然 , 在 例 6 和 例 7 中 ,我 们 能 用 [a, 妇 代 替 [0, 二 ,不 过 
这 除了 记号 [a, 5], Cfa, 8] 不 同 外 ,几乎 得 不 到 什么 新 的 结果 . 

例 8 ”下面 给 出 序列 度量 空间 的 例子 ， 序列 度量 空间 是 指 无 
穷 序列 c= (ws) (zs 是 复数 ) 的 集合 用 相当 自然 的 方法 所 形成 的 度 
量 空间 ， 正如 将 要 看 到 的 , 许多 序列 空间 的 定义 方法 本 身 就 决定 
了 我 们 用 来 定义 度量 的 方式 ， Hausdorff 公设 的 详细 证 明 这 儿 不 
给 出 ,建议 学 生 自己 作出 . 
”空间 s 8 表示 所 有 可 能 的 序列 x= (ws) 的 空间 ， 因 为 s 是 一 
个 相当 杂乱 的 集合 , 因此 它 没有 明显 的 度量 可 取 . 最 普通 的 一 种 
是 

do WE i YES). 
其 中 和 是 从 1 取 到 coo, 这 里 我 们 按 习 惯 只 写 并 而 不 写 出 极限 . 因 
子 2-* 是 保证 这 级 数 收敛 的 . 我 们 还 能 用 n-? 代替 2-*，(MJ) 一 
(M2) 是 显然 的 ，(M3) 可 以 从 第 一 章 的 公式 . 
TT < +5T 

得 到 . 

空间 L。 这 是 指 所 有 有 界 序列 “= (zw) 的 空间 ,具有 度量 
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de Y) =supr [2 — Ynl. 

空间 c, co 这 两 个 是 1 的 子 集 , 它 们 具有 的 度量 . e 是 收 
敛 序列 的 空间 , co 是 零 序 列 (m 一 0) 的 空间 ， 对 于 co 空间 (不 是 
0) 的 度量 , 我 们 实际 上 可 用 max|z 一 yn| 代替 sup|z4 一 Yn|， 其 证 
明 是 一 个 容易 的 习题 . 

空间 Lp) ”这 个 空间 不 象 上 面 一 些 空间 , 它 的 起 源 相 当 新 . 
虽然 可 以 认为 它 不 太 复 杂 , 但 它 还 没有 得 到 充分 研究 ( 见 后 面 线 性 
度量 空间 一 章 ). 

为 了 定义 从 2， 我 们 先 取 一 个 有 界 序列 p 一 (px), 其 中 是 
严格 正 数 , 0 过 pr 夺 S0P 入 = 互 <ce， 那么 

1(p) = {2= (gx) Z|) < ce。 

正如 下 面 证 明 的 ， 2) 上 一 个 自然 的 度量 是 


dls, 9) = (Z| — ye|™) 
这 里 到 = max(1, 吾 )，(M1) 一 (M2) 是 显然 的 ， 对 于 (M3), 利用 
第 一 章 的 不 等 式 
[ort br) *e |ar| +t | Ox) (*) 


这 里 如 = 第 -<1。， 由 (*) 及 第 一 章 中 的 Minkowski 不 等 式 , 因为 
M>1, 
Flort ol < Flal™) +(E lh] 

这 样 , 取 Wy — Vx Vx, br 一 yr 一 交 ， 我 们 就 有 ad(%w， 2) 入 do 9) 十 
ad(y, 2)， 这 就 是 (M3)， 

空间 bp 它 是 7( 肋 的 一 个 特殊 情况 ， 我 们 应 注意 这 两 个 不 同 
的 记号 .ty 定义 为 wp) 当 (pr) 蚌 常数 时 的 情况 , 如 通常 那样 , 对 所 
有 的 记 Ppr 二 p. Up) 的 序列 2 一 《2o 与 妈 的 数 这 两 者 之 间 应 
当 不 会 发 生 混 淆 ， 说 明白 些 , 对 于 2>0, 加 就 是 所 有 使 之 | ?一 
oo 的 序列 的 集合 、 当 Pp 之 1 时 ,因为 寻 = NN 的 度量 是 
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dlw, 力 一 (了 | 加 一 名 | 信和 
当 0<p<1 时 ,因为 相 =1, 所 以 距离 是 
dw, Y) = wx— Yn|?. 
空间 Ll。 这 正好 蚌 有 , 当 wp=2 时 的 情形 正如 我 们 在 第 六 章 
要 看 到 的 ， 这 是 一 个 特别 重要 的 空间 ， 因 为 4 空间 中 只 有 它 是 
Hilbert 空间 . 
在 分 析 中 还 有 许多 其 他 有 用 的 序列 度量 空间 ， 其 中 有 些 将 在 
习题 和 以 后 各 章 中 给 出 ， 
最 后 我 们 举 一 个 复 变 量 理论 中 的 例子 ， 
例 9 (i) 设 4 是 所 有 在 |z|<1 内 解析 ,在 |z|<1 上 连续 的 
复 函 数 f 组 成 的 集合 ， 根 据 最 大 模 原 理 , 可 知 |f| 在 |z| 志 I 的 边 
” 界 上 取 最 大 值 ,因此 我 们 定义 度量 为 
a(f, 9) —max|f (2) ~—g(%) | = max|f (2) — gC)|, 


其 中 ff, g€4. 
(ii) 设 I 是 所 有 整 画 数 /的 集合 ， 即 了 在 所 有 z( 有 限 ) 上 和 解 
析 , 如 多 项 式 , e*,， sinz 等 等 ， 如 果 我 们 记 
Ms=max|f (2) —g)) n=l, 2,*), 


那么 df, 9) = Td 
是 了 上 的 度量 (参看 上 面 空间 5)， 

“以 上 这 些 例子 足以 说 明度 量 概念 的 一 般 性 质 ， 并 说 明 在 分 析 
中 感 兴趣 的 许多 集合 都 可 以 用 很 自然 的 方法 形成 度量 空间 . 


习 题 1 


1. 在 度量 空间 (ZX, 从中, 证明 
[lar, 殷 一 0 和 cd 2 taty, y), 
并 证 明 , 如 果 &Gc 2 一 0， 4(yn; 9) 一 0 一 ce) 那么 
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rn, Yn)— d(x, Vy) (2 -> co ) . 
3， 详细 验证 Haugdor 人 公设 对 于 平凡 度量 空间 (本 章 例 1 定义 的 ) 是 成 
立 的 ， 
3. ] 芝 (入 1， Q1), (和 >， Q2) 是 度量 空间 ， 风 一 (21， X3) ， 4 一 《91， ?3) 属 于 磁 
积 集 合 X1X 有 s, 并 定义 
d(x, Y) =max(di(zv1, Y1), da (X32, Y2)), 
问 (Xi x Xo, 4) 是 否 构 成 度量 空间 % 
4. 证 明 本 章 例 8 中 的 空间 s 是 一 个 度量 空间 , 并 证 明 
SUupDQC(Z，2) =1, 
这 里 上 确 界 是 对 s 中 一 切 元 素 x, y 取 的 ，( 从 几何 上 来 看 ， 这 就 是 说 空间 3 
的 直径 为 1.) z 
5. 设 卫 是 所 有 序列 %=(wn) 的 集合 , 对 任意 复数 4s 记 9g)== 
min (4, |#|)， 定 义 
dg, WD =T 9 Yn) (oY EK). 
证 明 (X, 9) 是 一 个 度量 空间 ,并 且 证 明 / 
supd(s, 切 一 于 
这 里 上 确 界 是 对 卫 中 一 切 x, y 取 的 ， 将 此 题 与 上 题 比较 . 
6， 验 证 本 章 例 7 的 连续 函数 空间 0 [0, 1 是 一 个 度量 空间 ， 并 验证 本 
章 例 9 的 空间 4 和 了 也 是 度量 空间 . 
7. 证明 本 章 例 4 所 列 的 不 等 式 . 
8. 详细 给 出 本 章 定理 工 证 明 中 余下 的 部 分 ， 
9. 说? 是 “收敛 级 数 的 集合 ， 明确 地 说 是 指 y= {= (Tx), Tr EC| Ex 
收敛 } .证 明 (>， 四 是 一 个 度量 空间 , 具有 
> (tp — Yr) 
10. 设 BV 是 所 有 z= (zn) 的 集合 ,其 中 zs 满足 
Plearanl <o. z (*) - 
BV 中 的 元 素 z 称 为 有 界 变 差 (BT) 序 列 . 用 定义 级 数 的 条 件 (*) 来 定义 BV 
上 的 自然 度量 .证 明 | 


do, Y) =sups 


(%, Yy EY). 


CBVCe.. 
并 证 明 BY 和 相交 但 相互 不 包含 ,这 里 7Y 是 第 9 题 中 所 指 的 ， 
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11. 设 % 是 一 个 固定 的 正 整 数 , X 是 所 有 复元 素 的 2X7 阶 和 矩阵 


CT 1 win 
Co 1*** Won 
= (gs;) 一 


组 成 的 集合 .对 卫 中 的 4, B, 定义 
a(d, B)=mazx{las—~obu| ll<i<n, Lij<n}, 
pd, B) ~max|> [a —bs,| <s< 中 、 
人 


证 明 (ZX, 4), (ZX, p) 是 度量 空间 . 


$2 完备 度量 空间 

早 在 初等 实 变量 理论 中 ， 我 们 就 已 经 知道 实数 的 完备 性 公设 
和 实数 的 距离 概念 一 样 , 对 实 变量 理论 的 发 展 起 了 很 重要 的 作用 , 
”完备 性 公设 通常 以 下 列 形 式 表 出 ,并 称 为 “上 界 公 理 . 

实数 的 完备 性 公理 1 每 一 个 有 上 界 的 非 空 实数 集合 有 一 个 
实 的 上 确 界 ( 即 最 小 上 界 ) . 

如 果 为 了 推广 的 目的 而 取 上 面 这 样 的 公理 来 定义 一 类 类 似 于 
实数 空间 的 度量 空间 , 那 是 徒劳 的 ， 因 为 在 一 般 度 量 空间 里 ,没有 
两 个 元 素 之 间 的 序 的 概念 ， 而 在 上 面 这 个 完备 性 公理 中 则 无 疑 要 
用 到 它 . 但 是 ,我 们 能 证 明 下 面 的 公设 ( 它 在 性 质 上 纯粹 是 度量 
的 ) 是 等 价 于 上 述 公理 的 . 

实数 的 完备 性 公理 2 每 一 个 实数 Cauchy 序列 zw) 收敛 于 
一 个 实数 . 即 如 果 当 n, mo0 时 ,| 一 加 | 一 和 其 中 .ERC(n= 
二 2,…), 那么 存在 一 个 2E BR, 使 当 % 一 吕 时 |z。 一 2?|->0. 

下 面 我 们 将 模仿 实数 的 公理 4 来 定义 一 般 的 完备 度量 空间 . 
首先 必须 给 出 在 一 个 度量 空间 中 的 Cauchy 序列 和 收敛 序列 的 明 
确 的 定义 ， 

Cauchy 序列 一 个 序列 (ww) = (ob 2 …)， 其 中 所 有 omE 

。 yA . 


和 , 称 为 在 度量 空间 ( 瑟 , 办 中 的 ganehy 序列 , 当 且 仅 当 

Co， Tm)—>0 (Nn, m->o0), 

即 对 任 给 的 se>0, 存在 四- N (8), 使 得 对 一 切 n; mm> 和 ， 
dwn, Vm) <E 


;Et 


Sn 


a 序列 的 名 称 是 以 伟大 的 法 国 数 学 家 A. 工 .Cauchy 
(1789 一 1857) 命名 的 ， 他 被 认为 严格 分 析 的 创始 人 ， 有 些 作者 用 
基本 序列 而 不 用 Cauehy 序列 这 名 称 一 一 我 们 用 的 是 Cauchy 序 
列 . 

收 化 序列 〈 互 ,四 中 的 序列 (ww) 称 为 收敛 于 z， 当 且 仅 当 存 
在 56G 天 ,使 得 go 0 一 0 一 co)， 这 时 ,我 们 记 “一 Homnzn 或 
->2Z， 并 称 zw 为 序列 (ww) 的 极限 . 

符号 “= lim zw 和 和 m 一 2 显然 有 个 缺点 , 即 它们 本 身 没 有 反 
映 是 在 一 个 给 定 度量 空间 (了 , 4) 上 的 收敛 ,我 们 强调 的 是 , 这 些 
符号 是 不 能 孤立 取 的 一 一 必须 根据 上 下 文 弄 清 极限 是 在 哪个 空间 
”上 取 的 .如 果 发 生 混 淆 时 , 通常 我 们 就 说 “ 依 X 的 度量 d, mo 
而 不 只 说 “ws 一 2”. 

避免 这 个 问题 最 好 的 办 法 是 用 lim z,=w(X, a) 来 代替 
lim wm =z， 但 是 大 多 数 数 学 家 似乎 认为 这 是 没有 必要 的 . 

我 们 还 要 强调 , 当 (zw) 收 敛 时 , 它 的 极限 一 定 属于 了 (参看 本 
节 例 10) 

在 收敛 序列 的 定义 里 ,我 们 说 的 是 (own) 的 极限 ， 而 不 是 (mm) 的 
一 个 极限 . 极限 的 这 种 唯一 性 明白 表示 在 下 面 命题 中 . 

定理 2 (i ) 收敛 序列 有 唯一 的 极限 ， 

(站 ) 每 一 个 收 癸 序列 同时 也 是 一 个 Cauchy 序列 ,但 逆 命 是 
一 般 不 成 立 . 

(iii) 如 果 一 个 0auchy 序列 有 一 个 收敛 的 子 序列 ,那么 原 序 
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列 是 收敛 的 . 

证 明 (i) 如 果 依 度量 d, vw 一 wz, 同时 有 xz, 一 y, 那么 由 三 
角 不 等 式 (M3)， 

0 和 do 力 委 de， 十 do >0 (2 一 co)， 

因此 d(x, 9) =0, 再 由 M1) 得 %=y， 即 极限 是 唯一 的 .注意 如 
果 a 只 是 一 个 半 度 量 ， 那 么 我 们 不 能 从 d(x, y) 一 0 得 出 2 一 2 的 

(ii) 设 (ww) 是 收敛 的 ， 比如 说 mm 一 那么 由 M1) 一 (M3) 
(以 后 引用 时 不 再 说 明 )， 

0O<a(w,, vn) av, T) 十 QCC，Om) 
—d(%,, t) +ad(vm, >0 Nn, m00), 

即 dw zm) 一 0 (mn, mm 一 00), 也 就 是 说 (w,) 是 Cauchy 序列 .要 
说 明 Cauohy 序列 不 一 定 是 收敛 序列 ， 只 要 给 出 一 个 存在 不 收 售 
的 Cauchy 序列 的 度量 空间 的 例子 就 行 了 . 

例 10 取 革 =(0,1) 为 及 的 一 个 子 空间 ， 即 把 世 本 身 看 作 
具有 模 度量 的 度量 空间 ， 那 么 (二 ) 是 和 中 的 Cauchy 序列 , 但 它 
在 蔷 中 不 收敛 ， 因 为 


过 一 过 | 二 二 + 志 一 0 (n, m—> oo ) ， 


(二 ) 收 敛 于 0, 但 是 0 不 在 全 中 ， 更 明确 地 说 , 我 们 知道 在 玉 中 
土 > 0, 0 是 它 唯一 的 极限 , 因此 (0, 1) 中 就 不 能 再 有 点 是 它 的 极 
限 . 


Gii) 设 (o) 是 Cauchy 序列 ， (ww) 是 收 化 的 子 序列 :我们 可 
以 把 它 表示 为 (zw) = (zw,，s%m…) 其 中 入 过 na 过 ns 过 …, 人 4 是 正 整 
数 ,而 且 当 《一 o0 时 , 依 度量 d, zm 一 % 因此 有 z 
0O<ad(w,, £) Edtvs, Tne) +d(Tns, T), 
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只 要 取 交 和 大 足 够 大 ， 就 能 使 不 等 式 右 端 的 值 任意 小 ， 因 此 
d(zn, 四 -0， 这 样 Cauehy 序列 (on) 收 敛 于 收 生子 序列 (zw) 的 极 
限 . 
我 们 将 会 看 到 , 定理 24 中 的 4ii) 在 后 面 是 有 用 的 ， 
记 住 实数 的 完备 性 公理 2， 现 在 我 们 来 定义 . 
完备 度量 空间 “度量 空间 ( 工 ,办 称 为 完备 的 当 且 仅 当 它 的 每 
一 个 Cauchy 序列 收敛 (于 对 中 的 一 个 点 ). 明显 地 说 ， 如 果 
damn, zm)->0 (n, m-> co)， 那 么 存在 vE 和 ， 使 得 do 人 -0 
一 co). 

例 11 具有 通常 模 度量 的 实数 集 组 成 完备 度量 空间 ,用 通 
常 的 公理 方法 研究 实数 ,完备 性 只 是 一 个 公理 , 即 上 述 公理 2; 或 
者 , 要 是 取 公理 1 的话 ,那么 公理 2 可 由 它 推 得 ， 如 果 采 用 构造 的 
方法 研究 实数 ， 比 如 说 从 有 理 数 @ 开始 ， 那 么 所 构造 的 集合 的 完 
” 备 性 必须 加 以 证 明 ， 当 然 @ 关于 模 度量 是 不 完备 的 ， 例 如 ,序列 
1.4 1.41, 1.414, … 是 @ 中 的 Cauohy 序列 , 但 在 Q 中 它 不 收 
人 敏 ,因为 它 ' 收 敛 " 于 2 ,而 2 不 在 4& 中 ， 

例 了 到 任何 一 个 具有 平凡 度量 的 集合 了 形成 一 个 完备 空 
间 ， 本 四 生生 XX 中 的 Cauehy 序列 ， 由 auehy 序列 的 定 
义 , 当 e 一 也, 则 对 一 切 m> =N( 寺 ) 有 (wn, avtD< 豆 ， 因 


此 ,对 这 梯 一 此 nd(wn, ww4l) =0, 据 此 ,当下 co 时, 显然 ;一 
wwii， 这 样 每 一 个 Cauehy 序列 收敛 于 的 点 ， 实 际 上 在 这 种 
情况 下 , 这 个 点 是 序列 中 的 一 个 元 素 . 

前 面 的 一 些 例子 ， 空 间 BR", 6, cu Cr0, 切 ， s, I。 和 1(p) 都 是 
完备 度量 空间 ， 关 于 它们 完备 性 的 证 明 , 都 遵循 标准 的 模式 ， 因 
此 我 们 取 实 收敛 序列 空间 e=e(B) 作为 典型 的 例子 加 以 说 明 ， 

例 39。 实 收 敛 序列 空间 o=e(BR) ,具有 de,g) =supi|w; 一 | 
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其 中 z= (oz)，y= (%) 属 于 o， 是 完备 的 ， 因为 如 果 (ze2) 是 e 中 
的 一 个 Cauohy 序列 ,那么 有 

CO 一 >0 nN, m0),. 
注意 序列 (2”) 的 每 个 元 素 本 身 也 是 序列 , 即 对 每 个 ?%， 

0 一 《0 一 (02 GE 6 
现在 , 对 每 一 个 se>>0, 存在 VW, 使 n, mmzN 时 ，qg(200 0 站 一 8， 
即 ”MX 时 ，sapilzm-om|1<e 这 样 ， 对 3 2 和 
n, m 之 全 ,更 加 应 有 |x 外 一 x1"?| 二 se。， 因此 对 每 个 和 实数 序列 
(一 02, …) 是 已 中 的 Cauchy 序列 ， 于 是 , 由 及 的 完 
备 性 可 知 它 是 收敛 的 ,比如 说 收敛 于 w%， 即 对 每 个 多 和 存在 


lim vt m) 一 也 | 
Ht 


我 们 在 |z? 一 zf" | <e 中 国定 n> 入 ,并 令 n>o0, 对 每 个 多 得 
到 


[2 —%| 8. 

这 里 注意 , 由 于 取 了 极限 , 不 等 式 减弱 了 .因为 8 是 不 依赖 于 i 的 ， 
所 以 有 
Sup ,| 2 入 一 | ee (nN). (#) 
这 就 得 到 demw, 四 一 0 (n 一 oo0) 其 中 z= (wm)。， 到 此 好 象 已 经 
证 完了 ,因为 已 经 得 到 了 依 度量 & zx 一 zx。 然而 ,我 们 还 必须 进 
一 步 证 明 。 因为 前 面 的 (zc%) 可 能 "收敛 "于 一 个 不 属于 “。 的 序列 
2 这 样 根据 定义 它 根本 就 不 收敛 ;二 此 我 们 必须 证 明 wEe. 要 证 明 
zsEo， 较 方便 的 是 先 证 明 wz 是 一 个 Cauchy 序列 ， 然 后 再 利用 BB 
的 完备 性 ， 由 于 序列 (co 人 7)Ee, 因此 它 是 一 个 Cauohy 序列 , 从 而 
lw wo |<e (人 人 j>M(e)), 
于 是 ,对 多 j 宇 MU(e), 由 (*) 有 
| 入 一 二 | = [go to oo 

dc 十 17 人 一 Z | 十 QQ 0)<3s， 
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这 就 证 明了 zz 是 五 中 Oauohy 序列 ,从 而 zEoe. 

非 完 备 度 置 空间 的 完备 化 ”对 一 个 不 完备 的 度量 空间 ( 开 , a) 
存在 一 个 确定 的 方法 能 使 它 完备 ， 这 个 方法 实际 上 用 到 了 实 直 线 
RR 的 完备 性 ,所 以 从 不 完备 的 有 理 数 集 Q 构造 时 不 能 用 这 种 方 
法 .我 们 本 来 希望 说 明 怎样 从 不 完备 的 有 理 数 集 Q@ 构造 完备 的 
度量 空间 RB, 可 是 这 个 构造 是 十 分 困难 的 ， 有 点 超出 象 本 书 这 样 
性 质 教材 的 内 容 ， 关于 从 有 理 数 构造 实数 的 方法 , 叙述 得 比较 好 
的 见 L. W. Cohen 和 G. Ehrlicoh (1963 ) 的 书 ， 

从 号 的 完备 性 出 发 ,将 一 个 一 般 的 不 完备 的 度量 空间 (XX, 9) 
完备 化 , 这 是 一 件 比较 容易 的 事 ， 详细 的 完备 化 过 程 读 者 可 以 参 
考 习题 2 的 第 7 题 . 

我 们 要 说 明 在 Q 到 R 的 完备 化 中 出 现 的 一 个 事实 , 即 有 理 数 
在 实数 集合 中 是 稠密 的 。 这 是 指 任 给 实数 s>0， 和 任意 实数 &， 
总 存在 一 个 有 理 数 9, 使 |z 一 9| <s 成 立 ， 这 就 是 说 , 对 任意 给 定 
的 一 个 实数 , 我们 能 得 到 一 个 与 它 任意 靠近 的 有 理 数 . 对 一 般 度 
量 空间 的 稠密 概念 将 在 本 书后 面 给 出 ， 


习 题 2 


1， 在 度量 空间 (X, 办 中 证 明 ， 序列 (zw) 收敛 的 充分 必要 条 件 是 (zw) 的 
每 个 子 序 列 收敛. 

2. 在 (ZX, 4) 中 , 设 三 角 不 等 式 由 公理 

a(x, 2) Emax(a(r, 0) 4(Y, 2)) z 
所 替代 ， 而 Cauchy 序列 的 定义 不 变 ， 证 明 (wxn) 是 Cauchy 序列 的 充分 必要 
条 件 是 d(xn, Xni1) 习 0 人 一 co)， 

3. 给 出 互 中 满足 以 下 条 件 的 序列 (zn) 的 例子 : 当 2 一 ce 时 ,|xn 一 zn+41|- 
>0, 但 是 (wr) 不 是 Cauehy 序列 ( 即 不 收敛 ， 因 为 BR 是 完备 的 )， 试 与 上 面 
第 2 题 比 较 ， 

4. 证 明 本 章 例 4 一 8 中 的 度量 空间 RB"*, CL0, 1j, s, ?os。 和 ip) 是 完备 

的 ， 


。42 . 


5， 如 我 们 已 经 知道 的 , 实 多 项 式 ao 二 at 十 … 十 an 在 [0, 1] 上 是 连续 
的 ， 所 有 这 样 的 多 项 式 ( 次 数 为 一 切 的 集合 了 组 成 CL0, 1] 的 子 空间 .证 
明了 不 是 完备 的 .提示 , 考虑 e? 的 级 数 的 部 分 和 , 并 注意 到 : 依 C[0, 了 的 度 
量 , zn>% 实际 上 意味 着 在 [0, 1 上 x4 人 -> < 的 是 一 致 收敛 ， 

6. 站 一 好 | 过 jz < oo+ 的 自然 度量 是 

d(x, 9) 一 之 | Zn 一 加 | ， 
因为 Gl, 所 以 我 们 能 取 非 自然 的 度量 
plx, y) =suPpan|zn — Yn|. 
证 明 (Qti, Q) 是 完备 的 , 而 (ai，p) 是 不 完备 的 . 

7. 设 (X, 9) 是 不 完备 的 ,用 下 面 的 提示 来 证 明 存 在 一 个 完备 的 度量 空 
间 (Y,，p),X 作为 一 个 稠密 子 集 等 距 地 被 嵌 在 这 个 空间 中 ， 符 号 $= Zn， 
v 一 (zw) 表 示人 及 中 的 序列 . 

(i) 由 zx, xf 是 ( Q) 中 的 Cauchy 序列 , 可 以 得 出 (Qlzxn, xzo)) 在 五 中 
收敛 . . 
(ii) 基 中 所 有 Cauchy 序列 组 成 的 集合 为 9, 在 名 中 定义 ptGz， 7') 二 
lim saQ 《zs, X24)， 那么 (2, Pp1) 是 半 度 量 空间 . 

(iii) 利用 本 章 $ 1 定理 1, 把 (多 pi) 作 成 度量 空间 (Y, P). 

(iv) 设 YoCY 是 这 人 么 定义 的 ，EB EYo 是 指 BB 含 一 个 常数 序列 zc 
(ci 2 …)， 那么 了 等 距 于 了 , 即 p(B, 包 )==d(w1, x1), 其 中 如 合 vo， 
bE 合 ze. 

(v) 证 明了 = 了 , 即 了 ,在 了 中 是 稠密 的 《 见 后 面 § 3 稠密 集 的 定义 ). 

(vi) 用 (v) 来 证 明 ( 了 ,Pp) 是 完备 的 . X 的 Cauchy 序列 的 等 价 类 的 空间 
《Y, p) 具 有 度量 p, 称 为 (X, 9) 的 完 刍 化 集 . 


$ 3 . 一 些 度量 和 拓扑 概念 


在 实 分 析 和 和 复 分 析 中 ， 一 个 点 的 邻 域 概 念 在 许多 地 方 是 重要 

的 ， 例 如 , 复 变 函数 中 开 域 的 概念 依赖 于 邻 域 的 概念 。 在 中， 

点 aE 五 的 邻 域 是 一 个 关于 < 的 开 区 间 即 世 | jz 一 a| 过 小 对 某 个 

7>>0， 在 C 中 ,点 acEC 的 邻 域 是 一 个 开 圆 (比如 说 半径 为 7>0); 

{z| 1z 一 zg| <<7}。 注意 到 在 有 (或 0) 中 定义 邻 域 时 只 用 到 Bl 或 
0) 的 度量 ,很 自然 ,我 们 可 以 在 一 般 度 量 空间 上 定义 这 个 概念 ， 

+43， 


邻 域 ( 开 球 ) 设 (了 ,d) 是 一 个 度量 空间 ，aE 开 ， 那 么 对 于 
r>0, 

Sa, 7r)={€E XId(g, +)<r} 
称 为 以 a 为 中 心 , 7 为 半径 的 邻 域 (或 开 球 ). 

“ 球 ” 这 个 词 来 源 于 通常 三 维 空间 形 ， 在 一 般 的 度量 空间 里 ， 
“ 球 ” 已 无 球 的 外 形 了 ,甚至 可 能 是 一 个 单独 的 点 . 

例 14 (i) Slg, 门 是 非 空 的 : 4€S(a, 7). 

(ii) 在 C 中, SC0, 轧 是 开 的 单位 圆 , 即 人 | 1z| 过 

Gii) 在 Cr[0, 刁 中 , 设 9 表 示 在 [0, 1] 上 恒 等 于 零 的 连续 函 
数 ， 那 么 S(0, 1) 是 所 有 界 于 (严格 地 ) 以 ” 轴 为 中 心 线 , 宽度 为 2 
的 带 形 区 域 里 的 连续 函数 的 全 体 。 

(iv) 设 全 是 具有 平凡 度量 4 的 任意 集合 ， 如 果 0<r<1， 
那么 SCa, 7) = {4}, 即 只 包含 a 的 集合 ， 如 果 7>>1, 那么 SCw, 7) 
= 卫 ， 即 整个 空间 . 

在 进一步 讨论 含有 邻 域 的 一 些 概念 之 前 ， 我 们 要 给 出 在 度量 
空间 中 讨论 有 界 集 用 到 的 儿 个 定义 . 

距离 ; 直径 ” 设 ( 开 ,d) 是 度量 空间 , 4, B 是 站 的 子 集 ,定义 

df(2， A)=inf{d(z, ao)zE4， 
d(A, B)=inf{d(g, 6) la€ A, bE B}, 
ad(A) ~ gup{d(g, oa oo'€ A}, . 
称 d(w, 4) 为 点 2(E) 与 集合 4 之 间 的 距离 , 4(4，B) 为 集合 
4 与 B 之 间 的 距离 , 4(4) 为 集合 4 的 直径 . 

有 界 集 度量 空间 中 的 一 个 集合 4 称 为 有 界 的 , 当 且 仅 当 它 
有 有 限 的 直径 , 即 4(4) 二 oo， 否则 , 称 它 为 无 界 的 ， 

例 1 (i) 如 果 4 是 有 限 的 , 即 4 只 有 有 限 个 点 ， 那 么 4 
显然 是 有 界 的 , 且 4d(4) 一 max{d(a, olc 0 € 4}. 

(ii) 如 果 4=(0, 1)CR, 那么 4d(4) =1， 因 为 对 一 切 4 中 
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的 w, a， 有 is 一 a'| < 过 1， 且 对 任 给 6>0, 显然 存在 ww'E4, 使 
le—0|>1—s. 注意 这 个 例子 中 百 径 个 能 达到 ， 即 不 存在 4, 4 E 
4, 使 |g-o|=1. 

Gii) 如 果 (w,) 是 ( 卫 , 四 中 的 OQanohy 序列 ,那么 {zw} 是 有 界 
的 .因为 存在 久 , 使 得 对 于 n>>VW,， ak zw) 过 1， 对 其 余 的 7% 则 
有 M = maxd(w, vn) 二 oo, 因此 do zw) 二 用 十 1 对 一 切 克成 


立 ， 于 是 ,对 所 有 的 n, m， 有 
d (vn, Tm) EA (Vs, Dy) +ad(wy, Ym) <2M+2, 
因此 d({o 委 2 到 十 3 天 cc. 

(iv) co 是 无 界 的 , 因为 我 们 能 找到 两 个 零 序 列 , 它们 间 的 距 
离 可 以 任意 大 ， 例 如 (0, 0, 0, …) 与 (n, 0, 0, …), 对 足够 大 的 
n, 

(v) 任意 一 个 度量 空间 (X, 9), 不 管 有 界 还 是 无 界 ， 总 能 被 
改造 成 一 个 有 界 的 度量 空间 (了 , p), 其 中 


de， Y) 
Ppl, Y) T+dGg, 7 


当 是 度量 时 ， 很 容易 验证 p 也 是 度量 一 -三角 不 等 式 可 由 第 一 
章 $4 的 不 等 式 (2) 推 出 ， 
更 简单 的 例子 是 p 为 卫 上 的 平凡 度量 的 情况 . 当然 前 面 那 个 
p 是 与 4 有 关 的 ， 事 实 上 ， 容 易 看 出 和 中 的 序列 依 d 是 收敛 的 
(或 是 Cauohy 序列 ) 的 充分 必要 条 件 是 它 依 p= 于 收敛 (或 是 
OQauohy 序列 ). 
现在 我 们 转 过 来 讨论 度量 空间 中 的 开 集 概念 ， 它 在 讨论 有 关 
连续 函数 的 问题 时 是 很 重要 的 ， 而 且 还 因为 我 们 进一步 由 它 推广 
到 拓扑 空间 ， 根 据 德 文 Gebiet( 即 区 域 )， 我 们 用 G 表示 开 集 , 根 
据 法 文 fermé( 即 闭 的 ), 用 了 表示 闭 集 . 
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开 集 设 (,) 是 度量 空间 ， 那 么 GC 称 为 开 的 当 且 仅 当 
_G 的 每 个 点 有 一 个 包含 在 G 中 的 邻 域 . 用 符号 表示 就 是 ; 如 果 *6E 
G, 那么 存在 r>0, 使 SGz, 门 CG. 

在 复 平面 上 , 开 集 的 定义 与 空间 直观 相当 一 致 ，( 为 了 使 度量 
空间 形象 化 , 复 平面 被 认为 是 特别 合适 的 . ) 

对 一 般 的 度量 空间 ， 开 球 的 名 称 正确 地 上 暗示 了 它 是 一 个 开 
集 , 

定理 3 S(a, 7) 是 开 的 ,其 中 4€ (X, 9), 7>0. 

证 明 设 wES(la, 7), 则 有 dlz, @)<r， 邻 7 =7r 一 4d(%, 4) 
>0, 于 是 得 到 8(o, rcCS(w 7)， 因 为 由 yES(z, 7?), 可 推出 
dy, oa) <dy, rz) +adls, o) <r td(y, 4) 一 了， 

即 gES(e, 7)， 因 此 对 S(a, 7) 中 每 个 点 2 存在 一 个 球 S(%, 7 
包含 在 S(a, 7) 中 . 

下 面 结果 中 的 一 部 分 说 明 开 集 的 某 些 组 合 也 是 开 集 ， 这 个 结 
果 特 别 重要 ,因为 它 以 后 将 提供 一 般 拓 扑 空间 定义 的 模型， 

定理 4 设 (X,d) 古 度量 空间 ,那么 

(i) 8 和子 是 开 集 . 

(ii) 任意 一 族 开 集 ( 可 列 或 不 可 列 ) 的 并 是 开 集 . 

《ii) 有 限 个 开 集 的 交 是 开 集 . : 

证 明 (i) 8 是 开 集 ,这 乍 看 起 来 有 点 奇怪 ,因为 $ 没 有 元 素 . 
有 些 作 者 为 了 容易 起 见 ,就 定义 8 为 开 集 ， 我 们 提供 一 个 用 反 证 
法 的 证 明 , 希望 它 是 容易 接受 的 ， 假定 $ 不 是 开 集 , 那么 论断 的 
“9g 的 每 一 个 元 素 有 一 个 以 它 为 中 心 的 球 包含 在 8 中 ”是 不 成 立 
的 ， 这 就 得 到 以 下 论断 , 这 个 论断 的 开始 是 ,“ 存 在 8 的 元 素 ， 使 
得 …”,… 表 示 这 论断 的 其 余部 分 , 是 我 们 不 感 兴趣 的 。 这 样 就 产 
生 了 矛盾 , 一 方面 我 们 要 求 “存在 的 一 个 元 素 ”, 另 一 方面 多 没 
有 元 素 ”， 因 此 乡 必 是 开 集 . 
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XX 为 开 集 是 因为 由 zE 子 ,可 推出 有 一 个 球 比如 S(z, 1) CC 
及 ， 
(六 ) 如 果 w€ UGs(a 取 遍 某 个 指标 集 ), 那么 对 某 个 w，z6E 
Gs, 于 是 存在 S(z) CGs。， 当 我 们 对 7 不 感 兴趣 时 ， 用 S(w) 来 表 
未 So 站 因此 8(w) CGoc UG。， 这 梯 , 由 了 在 并 中 可 以 推出 
DS(w) 在 并 中 ,所 以 并 是 开 集 . 

Gii) 只 须 证 明 两 个 开 集 的 情况 ,然后 用 归纳 法 得 到 个 开 集 
的 情况 ， 设 G4， Gs 是 开 的 ,如 果 T= Gun Gs 是 空 的 , 由 (i) 即 得 I 
是 开 集 ， 当 I$ 时 , 取 GE 那么 由 zzEGi w€EGa, 可 推出 对 
某 个 71, ya 有 Sz, 71) CGs 以 及 S(w, 79) CGs, 显然 S(w, 7) 
CI, 这 里 7=min(r1, 79)， 

例 16 (i) 由- 地, 二 ) 5 = 何在 有 中 ,所 
以 可 列 个 开 集 的 交 不 一 定 是 开 集 ， 因 为 {0} 不 是 开 集 (参看 定理 
4 (iii)), 

(i) 在 五 中 有 许多 集合 不 是 开 的 ， 如 {，[o0, 习 , (0 1 

Qi) 与 (相反 ,如 果 ( 层 ，d) 是 平凡 空间 , 那么 了 的 每 个 子 
集 是 开 的 ， 因 为 如 果 4C 和 ,eE4 那么 8(o 1)={ 人 CA， 即 
4 是 开 的 . 

上 面 (i 中 的 区 间 [0, 二 ,在 初等 分 析 中 称 为 闭 区 间 , 它 不 是 
开 集 , 但 这 并 不 表示 “ 闭 ” 可 以 解释 为 “不 开 ” 现在 我 们 要 用 “ 闭 ” 这 
个 词 来 描述 在 一 般 度量 空间 中 的 某 些 集合 ， 而 不 只 是 直线 上 的 区 
间 ， 观察 ~ [0, 习 = (一 oo, 0) U (1,， cc), 它 是 开 集 的 并 (由 定理 
4(i), 它 是 开 的 )， 我 们 看 到 闭 区 间 [0, 1] 的 余 集 是 开 的 ， 由 此 引 
出 了 下 面 的 定义 ， 

闭 集 〈 马 ,四 中 的 集合 称 为 闭 的 当 且 仅 当 它 的 余 集 是 开 的 ， 

由 这 个 定义 和 对 余 集 的 De Morgan 定律 ,我 们 有 : 
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定理 和 (i) 祥和 f 是 闭 的 , (ii) 闭 集 的 交 是 闭 的 , (Gi) 有 限 
个 闭 集 的 并 是 闭 的 ， 

例 17 (i) 对 于 平凡 空间 了, 每 一 个 4 己 是 闭 的 ， 这 是 
因为 ~4C 有 ,于 是 由 上 面 例 16(iii) 可 知 ~4 是 开 的 . 因此 平 
凡 度量 空间 的 每 个 子 集 既 是 开 的 又 是 闲 的 . 

(ii) 在 五 中 [0, 1) 既 不 是 开 的 又 不 是 闭 的 . 

/ (iii) 在 任何 度量 空间 中 ,“ 闭 球 ”{z|d(w, 4a) <7} 是 闭 集 ， 因 

为 容易 验证 {zdlw, 0%) > 他 是 开 集 ， 

闭 集 的 概念 与 极限 点 的 概念 有 紧密 的 联系 ， 设 S 是 ( 马 ，d) 
中 的 集合 , 2 是 下 的 点 ,不 一 定 是 5 的 点 ， 那 么 z 称 为 S 的 极限 
点 当 且 仅 当 2 的 每 一 个 邻 域 含 有 异 于 % 的 5 的 点 ， 

S 的 极限 点 的 集合 用 S' 表示 ， 

例 18 (i) 设 S~(0, CR, 那么 1 是 5S 的 极限 点 但 
14 5S， 并且 容易 看 出 S'= [0, 1]. 

“(站 ) 设 S= [0, 1]U {2}, 它 是 两 个 闭 集 的 并 ,因此 是 闲 集 (由 
定理 5 的 (i 让)， 我们 看 到 = [0, 妇 , 所 以 SS'， 最 后 的 这 个 、 
性 质 对 一 般 空间 中 的 闭 集 也 是 成 立 的 .更 明白 地 说 ,我 们 有 
”定理 6 度量 空间 中 的 集合 也 是 闭 的 当 且 仅 当 它 包 含 它 的 全 
部 极限 点 ， 即 了 二 六 ， 

证 明 (i) 设 万 是 闭 的 ,所 以 ~ 了 是 开 的 ， 如 果 天 一 p 那 
么 下 到， 如 果 柬 # 由 取 wE8Fr, 那么 wEF, 因为 车 不 是 , 则 有 
w€E ~ 也， 因为 ~ 了 是 开 的 ,所 以 存在 S(z)C~F， 但 是 S(w)C 
~ 卫 与 2€8 是 矛盾 的 ， 

( 坟 ) 设 了 二 下 ,我 们 证 明 ~ 也 是 开 的 ， 如 果 ~ 了 = 那么 
和 ~ 万 是 开 的 ， 如 果 ~ 天 则 取 2E ~FC~8, 因此 ww 不 是 下 
的 极限 点 ， 于 是 存在 S(w) ~ 也， 由 此 得 到 ~ 也是 开 的 , 即 卫 
是 闭 的 . 

。&L3 ， 


下 面 ,我 们 引进 另外 两 个 术语 ， 我 们 将 看 到 , 它 给 出 了 描述 开 
集 和 闭 集 的 另外 的 方法 . 
集合 的 内 部 ” 设 3 是 (并 ,四 的 任意 子 集 ,3 的 内 部 8 是 包含 


在 5 内 的 最 大 开 集 : 
= (jG, 


即 5 的 内 部 是 所 有 包含 在 5 内 的 开 集 的 并 . 
集合 的 闭 包 设 SC(X, Q), 5 的 闭 包 9 是 包含 3 的 最 小 闭 
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即 S 的 闲 包 是 所 有 包含 5S 的 闲 集 的 交 . 

显然 , 总 有 一 个 开 集 包含 在 S 中 , 即 也 总 有 一 个 闭 集 包 含 
S, 即 工 . 

下 面 的 结果 很 容易 证 明 , 留 作 习题 . 

定理 7 (i) 对 任何 8 有 SCSCS. 

(ii) 8 是 开 的 当 且 仅 当 S= 8". 

(i) 8 是 闭 的 当 且 仅 当 S=S. 

(iv) S=SUS, 

(Y) 由 SCT 可 推出 S*CT? 及 SCT,. 

度量 空间 完备 性 的 条 件 可 以 用 闭 球 套 给 出 ,对 于 RR 中 的 闭 
区 间 , 这 个 概念 ( 即 闭 区 间 套 ) 也 许 已 经 很 熟悉 了 .， 我们 先 给 出 定 
义 ， 
闭 球 套 。 闭 球 套 是 闭 球 S 的 序列 (5,), 其 中 8, 满足 81 一 6， 
二 …, 且 真 径 4(S%)>0 (一 co). 

如 果 空 间 忆 是 完备 的 (没有 洞 ! ) 我 们 希望 每 一 个 闭 球 套 收 纺 
到 一 个 点 ,使 人 1 Ss, 这 里 交 是 对 n 一 1,，2,… 取 的 , 严格 地 说 ,我 
们 有 
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定理 8 设 ( 民 ,四 是 度量 空间 , 那么 (站 ,d) 是 完备 的 当 且 仅 
当 每 一 个 闭 球 套 有 非 空 的 交 . 

证 明 ”我 们 不 详细 叙述 细节 , 读者 自己 去 验证 每 一 步 ， 首 先 ， 
设 达 是 完备 的 , 取 任 意 一 个 套 (S,), 那么 如 果 om 是 5 的 中 心 ,我 
们 就 有 (ww) 是 及 中 的 Cauchy 序列 , 因此 四 ->zE 开 ， 而 且 z6 
站 S,， 这 是 因为 取 任 意 mw zs%, znty，… 在 5S， 中 ,因此 zwES,@, 这 
里 总 是 5S, 的 闭 包 但 S,=S,, 因为 S。 是 闭 的 . 

其 次 , 设 每 个 闭 球 套 有 非 空 的 交 ， 取 任意 0auehy 序列 (2，). 
确定 和 ai， 使 得 当 m> 和 时， dow zn,) 一 二 设 Si=S[w,, 1] 一 
tfzld(z， wm) < 二 ， 确 定 ms>m, 使 得 当 m>mm 时 ，d(zn, om) << 工 ， 
设 5s 一 S| wn, 去 | 那么 DsC51，。 如 此 我 们 得 到 和 和 和 二 ?8 天 … 


和 人 二 Sa 沪 Ss 导 …, 且 965,) 一 0， 所 以 门 5, 天 6 实际 上 站 5,== 
{z}， 即 一 个 单独 的 点 ， 显 然 当 丰 -> co 时 ,ww 下 x, 这样 (ww) 有 一 
个 收敛 的 子 序列 . 由 定理 2(ii) ,我们 有 mm 一 2 (2 一 co)， 即 (on) 
收敛 ,因此 且 是 完备 的 . / : 

下 面 这 个 与 闭 包 有 关 的 概念 , 以 后 我 们 要 用 到 . 

筒 密集 ”度量 空间 (了 X,d) 的 子 集 8 称 为 在 中 网 密 的 当 上 
仅 当 六 一 六. 

琉 朗 集 。、5 CC 下 称 为 在 了 中 下 朗 的 当 且 仅 当 S 不 包含 邻 
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可 分 离 空间 度量 空间 (了 ,4) 称 为 可 分 离 的 当 且 仅 当 它 包含 
一 个 可 列 的 稠密 子 集 . 

例 19 《i)Q4 在 丸 中 是 稠密 的 . 因为 QC 8, 于 是 由 定理 
7(v)，(ii)，&c 天 = 玉 ， 我 们 必须 证 明 RC@， 设 zwER, 那么 对 
每 一 个 se>0,， 存在 9€E8, 使 得 |w 一 9|<e, 因此 zEQ 或 ZE4， 

@ 参看 习题 3 第 13 题 . : 
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这 样 就 有 ZEQUQ =6. 

(这 ) 整数 集合 Z 在 忆 中 是 玖 朗 的 ， 因 为 是 闵 的 (~2 是 
开 区 间 的 并 ), 于 是 2=Z, 但 是 显然 2 不 包含 邻 域 。 。 

注意 ~Z 在 且 中 是 移 密 的 . 

Gii) 五 是 可 分 的 ,因为 Q@ 是 可 列 的 稠密 的 子 集 . 

定理 9 ”以 下 三 种 说 法 是 等 价 的 : (i) S 在 卫 中 朴 朗 ; (ii 8 
的 内 部 是 空 的 ; (六 )~5 在 了 中 稠密 . 

证 明 ”作为 例子 ,我 们 只 证 由 (i) 可 推出 (i), 其 余 留 作 练习 . 

假定 有 8 那么 下 不 包含 邻 域 , 因为 如 果 它 包含 邻 域 , 比如 
说 5$ 二 8(@)， 那 么 因为 a 属于 包含 在 5 中 的 开 集 8(a)，xE 孕 ， 
但 acE8" 与 人 "= 分 矛盾 

我 们 上 面 定义 的 许多 概念 如 闭 集 , 内 部 , 闭 包 , 稠密 集 等 等 ,都 
是 依赖 于 开 集 的 概念 ， 开 集 本 身 又 是 根据 与 度量 4 有 紧密 关系 的 
邻 域 来 定义 的 ， 然 而 , 如果 我 们 从 称 为 “ 开 ” 集 的 集 的 族 出 发 , 这 种 
集 族 要 求 满足 一 定 的 性 质 (马上 就 要 规定 下 来 )， 那 么 我 们 可 以 完 
全 象 在 一 个 度量 空间 中 一 样 地 定义 闭 集 ， 内 部 等 等 ， 但 不 需 用 到 
度量 根据 定理 4 度量 空间 (了 ,4) 中 的 开 集 族 满足 ，8, 一 是 开 
的 , 任意 个 开 集 的 并 是 开 的 , 任意 有 限 个 开 集 的 交 也 是 开 的 .我 们 
将 用 这 些 性 质 作为 定义 一 类 新 的 空间 的 公理 , 那 时 , 度量 空间 只 是 
这 类 新 的 空间 的 特殊 情况 ， 度 量 空间 中 仅仅 用 到 开 集 的 那些 结果 
仍然 成 立 ， 下 面 就 给 出 这 类 新 空间 的 精确 定义 ,， 

拓扑 空间 “一 个 拓扑 空间 是 由 一 个 非 空 的 集合 民 以 及 三 的 
满足 下 列 公理 的 子 集 的 族 T 组 成 的 对 (并 , 全 ) .这 些 公理 是 ; 

(T1) $$ET, XET, 

(T2) 了 中 任意 个 (可 列 或 不 可 列 ) 集 合 的 并 在 T 中 ， 

(T3) 了 中 任意 有 限 个 集合 的 交 广 荆 趾 ， 
7 中 的 集合 称 为 开 集 ,7 了 称 为 关于 际 的 拓扑 . 


当 我 们 讨论 一 般 的 拓扑 空间 时 ， 是 十 分 广泛 地 理解 “ 开 集 ”这 
个 词 的 . 虽然 在 度量 空间 中 这 个 词 有 特殊 的 意义 , 但 在 一 般 的 拓 
扑 空间 中 它 只 是 表示 满足 公理 CT1) 一 (T3) 的 集合 的 一 个 词 而 已 , 
例 20 (i) 度量 空间 是 一 类 特殊 的 拓扑 空间 ， 开 集 如 以 前 
那样 定义 ,由 定理 4,，(T1) 一 (T3) 成 立 ， 

(ii) 设 忆 是 任 一 个 非 空 集 合 , 下 是 开 的 所 有 子 集 (包括 人 
”的 集合 ,我 们 可 以 把 了 的 每 一 个 子 集 称 为 开 集 , (T1) 一 (T8) 成 立 
几乎 只 是 用 词 的 问题 ， 例 如 , 开 集 ( 即 卫 的 子 集 ) 的 并 是 互 的 子 
集 , 因此 是 开 集 。 这 个 拓扑 称 为 的 离散 拓扑 ,因为 具 含 一 个 点 
的 集合 是 开 集 . 

Giii) 与 (i 相反 ,对 任意 非 空 集合 耶 , 取 T 了 == {6, 革 } 得 到 的 
是 非 离散 拓扑 ,因此 可 以 说 , 离散 拓扑 是 和 上 最 细致 的 拓扑 , 而 非 
离散 拓扑 是 也 上 最 粗糙 的 拓扑 . z 

(iy) 设 互 是 三 个 元 素 组 成 的 集合 下 = {o, y, 2}, 并 设 T= 
多， 对， 对 ， 人 他，fz 分 }， 立 即 可 以 验证 ( 互 , 2 是 一 个 拓扑 空 
间 . 

(v) 设 互 是 实 直 线 ,了 是 所 有 开 区 间 ( 即 形 如 (c, 5) 的 区 间 ) 
以 及 乡 的 集合 ， 那 么 虽然 卫 的 “ 开 集 ”在 通常 意义 下 是 开 的 , 但 只 
要 一 验证 (T2), 就 可 知 (及, 了) 不 是 拓扑 空间 . 

”如 果 4d 是 匀 上 的 度量 ， 又 设 由 4d 所 产生 的 忆 中 的 开 集 的 集 
合 多 那么 ( 肚 , 多 ) 是 拓扑 空间 ， 反 过 来 ,给 定 一 个 拓扑 空间 
( 陡 , T)， 自然 要 间 是 否 存 在 一 个 度量 ， 这 个 度量 可 以 确定 拓扑 
= 也, 其 中 乡 是 由 a 所 确定 的 开 集 的 集合 ， 那 么 称 这 个 拓扑 空 
间 为 可 度量 化 的 . 

例 忠 (i) 设 T 是 关于 任何 集合 X 的 离散 拓扑 ,那么 (ZX, 了 7) 
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是 可 度量 化 的 ， 因 为 平凡 度量 4 使 得 儿 -T， 这 一 点 我 们 在 上 面 
例 16(ii) 中 基本 上 已 经 证 明了 . 

(站) 假定 下 是 多 于 一 点 的 集合 , 设 T 了 = {6 和 是 马上 上 的 
非 离散 拓扑 , 那么 (了 了, T) 不 是 可 度量 化 的 ， 因 为 假定 它 是 , 即 
乡 = 了 ,这 里 乡 是 由 度量 4d 所 确定 的 开 集 的 集合 , 那么 取 中 的 
2，0，2 尖 0 并 确定 SC(z),，S(y), 使 So 站 Sly) 一 8《 两 个 邻 域 的 
半径 可 取 为 4(z, 四/2)， 但 是 我 们 必须 有 S(z) 一 5S(y) = 习 ， 因 
为 8(w), S(y) 是 儿 = 了 = {6,， 邓 } 的 非 空子 集 , 因此 Sz) NS (C9) 
= 了 一, 这 个 矛盾 证 明了 ( 革 , 7) 不 是 可 度量 化 的 . 

在 例 21 的 (让 中 , 我 们 用 到 了 以 下 事实 : 在 一 个 度量 空间 中 ， 
对 不 同 的 点 存在 分 别 含有 它们 而 不 相交 的 开 集 (实际 上 是 邻 域 ). 
一 般 具 有 这 样 分 离 性 的 拓扑 空间 称 为 

Hausdor 人 ff 空间 ”一 个 拓扑 空间 称 为 Hausdorff 空间 当 且 仪 
当 对 卫 中 的 任何 2, y(2 仍 ,存在 两 个 不 相交 的 开 集 , 其 中 一 个 
含 xz, 为 一 个 食 4 

还 有 别 的 一 些 分 离 性 公理 ， 根 据 这 些 公理 可 以 定义 其 它 类 型 
的 拓扑 空间 ， 但 是 根据 我 们 的 要 求 ， 知 道 任何 一 个 度量 空间 是 
Hausdor 任 空间 就 是 够 了 ， 至 于 进一步 的 拓扑 概念 , 我 们 需要 的 很 
少 主要 是 我 们 后 面 介绍 的 紧 致 集 概念 (8 5) ， 在 下 一 节 中 , 我 们 要 
定义 拓扑 空间 上 的 连续 和 半 连 续 函 数 以 及 有 关 的 概念 ， 在 拓扑 空 
间 上 许多 结果 的 证 明 并 不 比 在 它 的 特殊 情形 度量 空间 上 难 . 


习题 3 


1. 设 R?= {Cw1，%2) ia x2 € R} 具有 通常 的 度量 , 证 明 从 原点 到 半 平 面 
{zx1> 0} 的 距离 是 零 ， 

3， 给 出 RR 上 可 列 个 闭 区 间 的 并 不 是 闭 的 例子 ， 

3. 在 度量 空间 中 ， 以 4 为 中 心 ?为 半径 的 闭 球 记 为 SLa, 7+]= 
{zdlw, a) <<?}， 证 明 
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8ra 7) C STa, 1]. 

给 出 一 个 例子 说 明 包 含 关系 可 以 是 严格 的 . 

4. 证 明 第 二 章 § 3 定理 7. 

5. 在 访 中 用 用 单 调 序 列 收 敛 的 事实 来 证 明 闭 区 间 套 原理 . 即 证 明 
如 果 (1;) 是 一 个 区 间 套 , ,二 [an,，0sj， 那么 nT, 夺 8 参考 本 章 83 定理 3). 

6. 证 明 本 章 8 3 定理 9 余下 的 论断 ， 

7. 证 明 闭 集 是 芯 朗 集 的 充分 必要 条 件 为 它 不 包含 非 空 开 集 . 

8. 设 开 是 无 限 集 ( 即 入 有 无 穷 多 个 点 ) 了 由 XX 以 及 所 有 使 ~G 为 
有 限 集 的 集合 G 组 成 ， 证 明 ( 了 X, 7) 是 一 个 拓扑 空间 ， 

9. 设 且 中 义 =[0, 1), 了 由 以 及 所 有 形 如 [0, 4) (其 中 0<a< 了 的 
集合 组 成 .证 明 (X, 7) 是 拓扑 空间 ， 

10. 证 了 明度 量 空间 是 瓦 ausdorf 拓扑 空间 . 

11. 设 (X, Q) 是 度量 空间 ,定义 p=min(1, dg) . 证 明 ( 民 ,站 ) 是 有 界 的 度 
量 空间 ,并且 Q 和 p 确定 相同 的 拓扑 ( 即 由 4 确定 的 多 等 于 由 Pp 确定 的 纷 . 

12. 设 (X, 7) 是 拓扑 空 间 , S 是 X 的 子 集 ， 证 明 如 果 8 的 开 集 定义 为 
形 如 SnG (Ge 了) 的 集合 , 那么 8 是 拓扑 空间 ， 这 个 关于 5 的 拓扑 称 为 
导出 拓扑 . 

13. 设 S 是 (X,Q) 中 的 集合 ,假定 (x) 是 85 中 使 4 一 x (x EX) 的 点 列 ， 
分 别 考虑 x € 8 与 x 革 S 的 情况 ,用 定 哩 7(iv) 证 明 %€8. 


$4 度量 空间 和 拓扑 空间 上 的 连续 函数 

我 们 知道 ,在 复 平面 C 上 , 函数 了 :C0 一 C 称 为 在 加 点 有 极限 
i 是 指 对 任意 8 二 0, 存在 5=6(e, 2)>0, 使 0< jz 一 和 | <6 时 ， 
|f(z) 一 1 之 se 成 立 . ME WA 2 点 连续 是 指 当 | 一 如 | <6 时 ， 
|f (2) —f (20) | 天 8， | 在 第 一 个 定义 中 , 不 要 
求 ! 是 了 在 这 点 的 值 . 

如 果 我 们 有 度量 空间 (X, qd)，( 了 了 ， 内 和 函数 矿 到 一 了 上, 那 
么 我 们 说 了 在 xzoEA 有 极限 /是 指 当 0<d(z ww0) 二 6 时 ， 
p(f (wz), 0) 二. 同样 地 , 对 于 了 在 wo 连续, 我 们 要 求 当 QA(w,， ww0) 
< 时, pCf (2%)，Jf (wo)) 二 e， 上面 我 们 已 经 省 略 了 “对 任意 s> 
. 04 。 


0, 存在 8=8(s, oo) > 07” 这 样 的 话 ,以 后 我 们 也 将 常常 这 样 做 , 当 
s 和 出 现时 ， 都 假定 上 面 这 样 的 话 实际 上 已 有 了 ， 在 极限 的 定 
义 中 还 必须 假定 1EY. 

下 面 是 一 种 有 用 的 特殊 类 型 的 连续 ， 

一 至 连续 设 (XZ,g), (7, p) 是 度量 空间 , f: 卫 > 了 称 为 
上 的 一 臻 连续 函 数 ， 当 且 仅 当 对 任意 s>0, 存在 8=6(s) >0, 它 
只 与 有 关 , 使 得 go ww) <<6 时 ，p(f(%), (vw))<e, 这 里 wo 人 
EX. 

显然 每 一 个 一 致 连续 的 函数 也 是 连续 函数 ， 但 道 命题 一 般 不 
成 立 ， 例 如 , 容易 证 明 /(%) = 二 是 (0, 1) 上 的 连续 函数 ， 但 它 不 


一 致 连续 . / 

一 致 连续 根本 的 性 质 是 8(s) 只 与 有关, 而 不 象 通常 的 连续 
那样 ，8(s) 与 某 个 特定 的 w€ 开 有 关 ， 在 某 类 集合 上 ， 连 续 函 数 
也 是 一 致 连续 的 ， 在 $5 我们 将 介绍 紧 致 性 的 概念 ， 并 看 到 对 紧 
致 集 而 言 , 连续 和 一 致 连续 是 一 致 的 . 

例 21L 我 们 考虑 $1 例 3 的 空间 (WV', d)， 在 畏 中 当 n-> co 
时, fn 一 1 是 表示 当 n>> 必 (se) 时 , |f, 一 中 之 e, 而 不 是 表示 当 0< 
|n 一 co| < 时 , |f, 一 站 二 se， 显然 这 不 符合 度量 空间 中 极限 的 一 
般 定 义 ， 在 收敛 序列 (f) 的 极限 定义 中 , 符号 ce 不 出 现在 序列 
(用 收敛 条 件 中 ， 就 其 意义 而 言 , 符号 ce 完全 是 多 余 的 , 因为 这 
是 表达 上 的 虚构 。 在 初等 分 析 课程 中 没有 它 , 我 们 也 可 很 好 进行 
讨论 , 许多 令 人 惊奇 的 结果 都 是 从 它 不 可 理解 的 性 质 得 出 的 . 

但 是 ,如 果 我 们 在 W' 上 赋予 例 3 的 度量 d, 那么 我 们 就 能 够 
使 w%-> co 时 , 户 一 1 与 一 oo 时 (oO)->1 一 致 ， 那 时 ， 我 们 要 求 
对 任意 se>0, 存在 6=6(s)>0, 使 得 当 0< du co)<8 时 ， 


fn 一 外 过 sa， 不 等 式 0<dln, co) <6 表示 nE€N, dn co) = 二 
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<6, 即 n>6-1, 或 n>M(s), 这 里 和 (8) =6-1， 因 此 实数 序列 
依 度 量 4 的 收敛 与 画 数 的 收敛 的 叙述 是 相同 的 ，ce 不 再 占有 特殊 
的 地 位 ， z 

度量 空间 的 连续 性 定义 可 以 自然 地 从 实 直线 的 情况 得 到 启 
发 ， 对 于 拓扑 空间 , 如 何 定义 连续 函数 却 不 是 那么 清楚 了 ， 为 了 
定义 拓扑 空间 上 连续 函数 ， 我 们 先 在 度量 空间 上 建立 一 个 等 价 的 
连续 函数 的 定义 , 这 个 定义 只 包含 开 集 概念 ， 然后 用 它 来 定义 一 
. 般 的 情况 . | : 

定理 10 f: (和 ,9g) 一 (7, Pp) 在 六 上 连续 当 且 仅 当 了 中 的 

每 个 开 集 的 逆 象 在 苹 中 是 开 的 . 

”证 明 (i) 设 f 在 对 上 按 e-6 意 义 连续 ,我 们 必须 证 明 如 
果 GCY 是 了 中 的 开 集 ,那么 1:(G) 在 卫 中 是 开 的 . 广 :(G) 可 
能 是 空 集 , 这 时 -1(G) 是 开 的 ， 如 果 广 !(G) #@ 取 mE 广 !(9)， 
使 (vo) EG. 因为 G 是 开 的 ,所 以 存在 Sy(f(zo), e)CG， 由 Jf 
的 连续 性 , 存在 3> 0, 使 得 当 2€ Szx(zo, 8) 时 ， 

f\%) 二 Sy( f (wo), 8) 
成 立 ， 即 存在 3>0, 使 Sr(zo 6)Cf1(Sy(f(zo), 8))， 因为 f+ 
是 递增 的 集 函 数 , 最 后 一 个 集合 广 !(Sr (f(zo), 8)) C1G)， 因 - 
此 由 zoEf-1(G) 可 得 到 存在 邻 域 

Sx(vo, 8) CFG), 
于 是 f+(G) 在 对 中 是 开 的 . : z 

(过 ) 反 过 来 ， 设 对 了 中 每 个 开 集 G, /1(G) 是 于 中 的 开 

集 ， 取 zoE 有 卫 ， 和 任意 >0, 那么 了 1(Sy(f (wo), 8)) 是 于 中 的 
开 集 ， 这 样 存在 Sx(wo, 6)CCf (Sy(f(rxo)，8)). 因为 “0E 
1(Sy(f(zo), 8)), 因此 对 任 给 的 8>0, 存在 5>0, 使 得 由 “GE 
Sx(wo, 8) 可 推出 f(z)ESy(f(wo), 6), 即 f 按 se-6 意 义 在 了 的 
每 个 所 ‘0 处 连续 , : 
" 00 « 


由 于 定理 10 的 启示 , 现在 我 们 可 以 定义 拓扑 空间 上 函数 的 连 
续 性 . 

拓扑 空间 上 的 连续 函数 ” 设 闷 ， Y 是 拓扑 空间 s 间 ,那么 f: 耶 一 
7 称 为 在 X 上 连续 的 当 且 仅 当 每 个 了 中 的 开 集 的 逆 象 在 和 中 
是 开 的 . 

例 鹃 (i) 设 马 有 离散 拓扑 , 了 是 任 一 拓扑 空间 ， 那么 每 
一 个 f: 卫 一 了 在 耻 上 必 是 连续 的 ， 因 为 f+(G) 是 子 的 子 集 ， 
因此 是 开 的 ,这 里 G 是 了 中 的 开 集 . 

(ii) 设 基 一 好 yy, 2}, T={9, XX, {2}, {yy}, {2，y}},， 于 
是 ( 邓 , 了) 是 拓扑 空间 . 定义 f: XX-> 站 为 1 (x)=%, f(y) = 
f(z) 一 y， 那 么 考察 7T 的 集合 的 道 象 , 发 现 f 不 是 连续 的 . 

拓扑 空间 中 序列 连续 的 概念 有 时 是 有 用 的 ， 如 果 (z,) 是 拓扑 
空间 对 中 的 一 个 序列 ， 如 果 对 每 个 包含 z 的 开 集 G, 存在 六 = 
NW(G), 使 当 n> 太 时 ， zr€EG, 那么 称 (oo) 收 铺 于 z& 了 ( 记 为 
2 一 > 化 ) ， 

设 f: 人 一 了 了 ,， 这 里 卫 , 了 是 拓扑 空间 , 如果 对 每 个 序列 2 
z( 在 卫 中 ), 我 人 有 f(z) 一 了 (2) (在 了 了 中 ), 那 么 称 f 在 点 %E 基 
处 序列 连续 . 

定理 11 (i ) 如 果 : YX 了 在 X 上 连续 那么 /在 和 上 - 
序列 连续 ， 但 着 命题 一 般 不 成 立 . 

《六 ) 如 果 立 ,了 是 度量 空间 , 那么 X 上 的 序列 连续 靳 沽 X 
上 的 连续 . 

证 明 (i) 取 任 意 %E 及 以 及 含 f(w) 的 任意 开 集 G. 那么 
f-1(G) 含 vz, 且 为 下 中 的 开 集 ， 如 果 如 一 2% 那么 几乎 对 所 有 的 
n，zmn 忆 f+1(G), 因此 几乎 对 所 有 的 f(x,) EQG, 即 f (zn) 一 f (2). 
因此 是 在 革 的 每 一 点 处 序列 连续 ， 对 于 “ 洲 合 题 不 成 立 ” 部 分 
可 以 参考 习题 4 第 14 题 ， 

A 


(站) 设 ( 筷 , 办，( 了 ,站 是 度量 空间 ,是 站 上 的 序列 连续 函 ， 
数 ， 假 设 /有 可 能 在 卫 的 某 点 % 处 不 连续 , 那么 ,存在 s>0 以 及 
mnES(o， 元) 使 对 于 n=1， 2，…, (je ， jc))>s， 因 此 ， 


在 三 中 存在 一 个 序列 加 一 2Z(E 瑟 )， 使 fo-PJo) (在 了 中 )， 
这 与 在 zx 点 处 是 序列 连续 矛盾 . 

半 连 续 函 数 的 概念 将 来 要 用 到 ， 现 在 我 们 简略 地 介绍 这 一 梳 
念 ， 在 实 直线 上 , 实 函 数 了 在 wo 连续 的 条 件 可 以 分 为 两 部 分 : (i) 
如 果 |z 一 oo| < 那么 foo 一 8 达 f(w); 以 及 (让 如 果 |% 一 wo| < 
6, f(w) 二 f (wo) 十 6。 因此 , 当 对 每 个 s>0, 存在 S>0, 使 当 |2 一 
woj 二 6 时 ，f (zo) 一 6 之 f (lw) 成 立 ， 我 们 可 以 定义 为 下 半 连 续 函 
数 ， 同 样 可 以 定义 上 半 连 续 函 数 . 对 于 拓扑 空间 ， 我 们 有 

半 连 续 和 函数 ” 设 耻 是 拓扑 空间 , 上 广 和 -> 忆 是 系 上 实 函数 
那么 f 称 为 和 上 的 上 半 连 续 函 数 当 且 仅 当 对 每 个 实数 也 
广 :一 co 驴 在 仁 中 是 开 的 ， 即 对 每 个 实数 i 集合 

{2E 宅 |f(w) < 计 

是 对 中 的 开 集 ， 如 果 一 /是 上 半 连 续 图 数 ， 称 函 数 为 下 半 和 连续 
函数 . 

有 时 ,我 们 用 缩写 1. 8. 0. 和 u. 9. o. 来 表达 下 半 连 续 和 上 半 
连续 . 

例 28 (i) 如 果子 = 仿照 定理 10, 容易 证 明 上 面 的 定义 
等 价 于 下 (上 ) 半 连续 原来 的 s-8 定义 . 加 

(这 ) 设 并 =1， 定义 广 思 一 下 U {oo} 为 


7) > [wn — Wnt1 | 6 


那么 是 思 上 的 下 半 连 续 函 数 ， 在 这 个 例子 中 ,我 们 允许 了 取 值 
ce。 并 由 习惯 , 如 果 f(z) =oo, 那么 称 f 为 在 z 处 1. s. o， 假定 
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对 任意 的 4E (0, ce),， 存在 z 的 一 个 邻 域 使 /ec) >>4。 为 了 证 明 
我 们 的 论断 ， 只 要 考虑 对 E16, f(z) <o0 的 情况 ， 对 于 f(z) = 
ce 的 情况 是 一 样 的 ， 现 在 存在 入 = 和 NWN(e), 使 


| >) 一 乞 ， 
一 5, 其 中 是 1 中 的 度量 ， 那 么 


_ 

4 和 人 
和 加 NN 
之 | 知 一 Zn <2Nd'w, 2) + on — wntal, 


从 而 f(D >|e onl>f (8) -se. 


因此 f 在 使 (2) <co 的 那些 zE1 处 下 半 连 续 ， 不 难 证 明 了 在 
1。 上 不 连续 ， 事 实 上 ,我 们 能 构造 元 素 w0E1 的 序列 使- 
a (wd, 六 =- 了， 一 1 2,…, 其 中 0=(0 0, 0,….), 并 使 了 了 (2?) 一 工 
(=T 2 …)， 因 此 依 包 的 度量 2 一 凡 而 je 六 让 护 =0. 
于 是 了 在 0 处 不 连续 ， 这 个 序列 (z@) 的 构造 留 作 练习 ， 

下 面 的 结果 给 出 了 半 连 续 函 数 的 一 些 性 质 . 

定理 了 到 设 f: 革 一 R, 了 为 拓扑 空间 ,那么 

(i) 是 连续 的 当 且 仅 当 上 既是 1. s. 6. 又 是 4. 9. 6. 

(这 ) 由 f,9g 是 1. 8.c. (u. s. 0.) 可 推出 /+ 也 是 1.s. 0. 
(u. 9. G. ), 

(iD 由 所 是 U8.0. 在 了 上 ,>>frrs fmf, 可 推出 了 是 
1. 39. 0. 

Giv) 由 户 是 as 6 f 在 全 上 一 致 收敛 于 _, 可 推出 了 是 
U. 8. 0. . 

证 明 ”以 Qi) 为 例 ， 由 之 ft 和 f 一 了 , 我们 可 以 推断 
f=inf f,.。 由 假设 , 对 每 个 %n，{z|fr(w) < 要 对 每 个 实数 二 是 开 
的 ， 对 每 个 实数 我 们 还 有 

.59、 


tw<=Utzljha<cd 日 


因为 如 果 “ 是 在 (也 式 右 端 的 并 中 ， 那 么 对 于 某 个 妈 有 万 (c) 过 
这 样 Fo 入 户 (z) <t 因此 2E {2z|f (x) < 身 ， 反 过 来 ,假定 fo) 
<t, 因为 /= inff,， 可 得 到 存在 使 f(z) <+t 的 n, 所 以 z 属于 
(了 D) 式 右 端的 并 . 因为 {z|f(z) < 从 是 开 集 的 并 , 因此 也 是 开 的 , 从 
而 了 是 .38.5o. | 

定理 的 其 余部 分 可 以 用 同样 的 方法 证 明 , 留 作 练 习 ， 

前 面 我 们 定义 f: 卫 一 了 连续 为 : 当 G 是 了 中 的 开 集 时 ， 
逆 象 广 !(6) 是 对 中 的 开 集 ， 如 果 映 射 (或 函数 ) /: 全 一 了 的 象 
”有 这 种 性 质 , 了 就 称 为 / / 

开 了 映射 设 瑟 , 了 是 拓扑 空间 ,那么 f: 站 -> 了 是 开 了 映射 当 且 
仅 当 对 环 中 的 每 个 开 集 G, f (9G) 是 了 中 的 开 集 . 

将 一 个 拓扑 空间 中 的 开 集 变 成 男 一 个 拓扑 空间 中 的 开 集 ， 而 
且 反 过 来 也 是 这 样 的 函数 是 特别 重要 的 , 称 之 为 | 

间 胚 ” 设 习 ,二 是 拓扑 空间 ,那么 万 并 一 了 称 为 同 胚 当 且 仅 
当 它 是 一 个 双 射 ,并且 是 双方 连续 的 , 双方 连续 是 指 了 和 广 : 都 是 
连续 的 . 

等 价 地 说 , 是 同 胚 当 且 仅 当 它 是 双 射 的 .连续 的 和 开 的 ， 

如 果 产 X-> 是 同 胚 ,那么 六 和 了 作为 集合 是 等 势 的 (了 是 
双 射 )， 因 为 了 和 广 : 保持 开 集 , 我 们 可 以 认为 对 和 了 是 相同 的 
拓扑 空间 , 即 从 拓扑 的 观点 看 ,它们 可 以 认为 没有 区 别 . 

如 果 两 个 拓扑 空间 之 间 存 在 一 个 同 胚 ， 我 们 就 说 这 两 个 拓扑 
空间 同 胚 ， 为 了 用 公式 表达 , 如 果 我 们 定义 卫 ~ 了 为 了 和 了 同 
胚 , 那么 容易 证 明 ~ 是 一 个 由 所 有 拓扑 空 间 组 成 的 类 上 的 等 价 关 

例 24 开 区 间 (0, 1) 和 整个 实 直线 及 是 同 胚 的 .适用 的 同 

60: 


私 是 
foe) = 站 »€ (0, 1). 

事实 上 , f 不 仅 在 (0, 1) 上 连续 和 可 微 , 而 且 严 格 递减 , 因此 它 是 

单 射 的， 还 有 , 如 果 YE BR, 那么 方程 y= 了 f(z) 可 以 很 快 地 就 解 

出 ,并 且 可 以 看 出 了 在 有 上 也 是 连续 的 . 

” 例 由 本 章 81 例 4 的 (RB", 内) 和 (BR", 60) 是 同 胚 的 ， 适 用 的 ， 
癌 豚 映射 是 便 等 映射 产 到 一 下 ， 即 对 每 个 xz 一 (cd，2ze，…，2r ) 人 
R",， f(z) 一 x， 因为 显然 f 是 双 射 的 ， 并 由 例 4, 对 所 有 BB 中 的 
了 ，2， 


cf 2), f (9))=e(r, YEd, Ma y), 
因此 /(= 广 )) 是 连续 的 . 

度量 空间 之 间 有 一 类 特殊 的 同 胚 ， 它 使 我 们 可 以 把 两 个 度量 
空间 看 成 是 相同 的 ,假如 能 找到 这 样 的 映射 的 话 . 

等 距 喘 射 。 设 (了 , d), (了 , p) 是 度量 空间 ,那么 映射 :一 
了 称 为 等 距 映 射 当 且 仅 当 它 是 满 射 的 ,并且 对 了 中 所 有 %, 2 有 

pf(%), f (8))=ad(y, w). 

于 是 ， 等 距 映 射 保持 了 距离 ， 因 为 它 是 单 射 的 (这 是 因为 
f(w) =f(w 包 含 d(w, 2) =4 w=), 它 使 集合 全 ,了 等 势 。 显 
然 了 是 双方 连续 的 ,事实 上 是 双方 一 致 连续 , 因此 了 是 同 胚 . 

如 果 两 个 度量 空间 之 间 存 在 等 距 映 射 ， 我 们 就 称 这 两 个 空间 
是 等 距 的 ， 如 果 了 ~ 了 表示 XX 和 了 等 距 ,那么 容易 证 明 ~ 是 由 
所 有 度量 空间 所 成 的 集合 上 的 等 价 关 系 . 

例 26 设 R 是 所 有 实数 组 成 的 度量 空间 , R" 是 所 有 形 如 
f(w) =aw, a€ BR 的 函数 组 成 的 集合 。 如 果 fo) =ax, 9(%) = 
Bw, 我 们 定义 4(f, 们 = a- BI|， 容 易 验 证 (R*, d) 是 度量 空间 ， 
现在 , R 和 (R*, qd) 在 映射 7: R* 一 RR 下 是 等 距 的 , 7 了 定义 为 
.61 : 


T(f) =a, 其 由 Jo) =oz. 这 是 因为 我 们 有 |T( 有 一 T(9)|= 
la—B|=a(f, 9). 
”这 个 例子 看 起 来 似乎 有 点 造作 ， 但 它 是 关于 赋 范 线性 空间 的 
对 偶 空间 (第 四 章 ) 的 结果 的 典型 例子 。 用 第 四 章 的 语言 ,我 们 刚 
才 证 明 的 是 及 的 对 偶 空间 R* 与 R 本 身 是 等 距 的 . 
我 们 将 讨论 度量 空间 上 另 一 类 映射 一 一 这 类 映射 在 微分 方程 
和 积分 方程 的 解 的 存在 性 和 唯一 性 问题 上 有 一 些 重要 的 应 用 . 
压缩 映射 设 ( 对 ,是 度量 空间 , 那么 映射 4: 于 一 从 称 为 
压缩 映射 当 且 仅 当 存在 与 子 中 wy 无关 的 数 c<1, 使 得 对 居中 
所 有 2，9， 
dAw, Ay) cals, Y). 


在 上 式 中 , 我 们 用 4z 代替 4(z), 其 理由 马上 可 以 知道 ， 不 
管 怎么 说 ， 这 个 记号 在 泛 函 分 析 中 已 被 广泛 地 应 用 一 一 当然 这 种 
表示 法 在 有 乘法 的 内 容 中 容易 产生 疾病 . 

压缩 映射 4 在 对 上 是 一 致 连续 的 ， 因为 由 dly, W) < 一 可 
推出 a(Az， Ay) <8, 

例 27 设 f:R->R 是 可 微 的 , 并 假定 在 BR 上 ， Me 
1, 那么 f 是 R 上 的 压缩 映射 这 是 因为 由 中 值 定理 , |f(%) 一 
f= | :|v-y|<eclz—y|, 其 中 wz<o<Yy. 

压缩 映射 最 重要 的 性 质 可 能 是 它 在 完备 空间 中 表现 的 特 所， 
即 下 面 的 Banach 不 动 点 原理 ， 8. Banaoh Ce 名 
的 波兰 数学 家 , 他 是 泛 函 分 析 的 创始 人 之 一 . 

定理 18 设 度量 空间 (他 ,中 ) 是 完备 的 , 又 设 4 是 压缩 映射 ， 
. 那么 4 有 了 唯一 的 一 的 一 个 不 动 点 , 即 方程 4 一 z 对 x 有 唯一 的 解 . 

证 明 图 定 卫 上 任意 一 点 ， 比 如 说 wo， 设 妇 = Awo, wa 一 Awi 
= 42zo ,on 一 4 一 40o。 我 们 将 证 明 (oz 是 于 中 的 Cauchy 
62. 


序列 ， 因 而 在 了 中 是 收敛 的 ， 比 如 说 收敛 于 2 这 个 2 是 Aw 二 x 
的 唯一 解 . , 
对 nm> 卫 p>1， .重复 运用 压缩 映射 的 条 件 ， 然 后 用 三 角 不 等 
式 , 得 到 / 
dVntp, Vn) =A A po, Arzo) ed (tng Vn_1) 
<od(py, Wo) EO (d (wy, tp_1) + Avyp_1, vo) ) 
<or(cd(wps, Ty_a) advp1, To_a) 十 …) 
<od (wv, zo) (1 十 C 十 十 ，…) 
—c"d(w1, wo) (二 一 C) 一 


因为 c<1 因此 我 们 有 door zw) 一 0(n->o0), 即 (wr) 是 Qauchy 
序列 ， 根据. 互 的 完备 性 ,我 们 有 wm->Z， 于 是 w+>2。 又 因为 4 
是 连续 的 , 由 定理 11 可 证 明 4o 一 47， 在 ri= 4 中 设 >o0， 
那么 我 们 得 到 "= 42. 
虽然 % 看 起 来 依赖 于 开始 的 那个 点 zo, 但 事实 上 它 是 w= 4z 
的 唯一 的 解 , 因为 如 果 y 是 另外 一 个 解 ,那么 dx, 2) =d(4z, Ay) 
<cd(w, y)， 由 此 得 出 4(w, y) =0, 因此 w=y. : 

这 个 方法 的 妙 处 是 无 论 从 哪儿 开始 ， 我 们 都 能 得 到 唯一 的 
解 一 一 虽然 我 们 必须 承认 最 后 结果 只 有 在 令 2%-> ce 时 才能 达到 . 
在 数值 计算 过 程 中 ,我 们 当然 必须 慎重 选择 初始 点 ， 

例 28 设 f 是 [a, 9] 上 实 可 微 函数 ， 具 有 有 界 导 数 ， 并 假定 
f(z) 一 0 在 [a, 9] 有 解 , 例如 了 (8)"f(25) 0， 假定 对 广 能 找到 适 
当 的 界 , 那么 可 以 对 4(w) =z 一 入 f(z) 用 压缩 的 方法 , 其 中 入 是 待 
选 的 参数 .因为 如 果 入 能 选 得 使 4 是 压缩 映射 , 比如 说 , 在 [@, 
上 , |1 一 和 f(z) |<e<1l, 那么 4(w) = 将 有 了 唯一 的 解 ,于 是 Nf (4) 
=0 也 有 这 个 解 , 因此 f(z) =0 有 和 解 . 

注意 , 上面 的 过 程 中 , 我 们 用 了 闭 区 间 [4, 引 是 中 的 完备 度 

63 ， 


最 * 间 这 个 事实 ， 这 是 关于 完备 度量 空间 的 闭 子 集 一 个 更 一 般 的 
结果 的 特殊 情况 ， 这 个 更 一 般 的 结果 是 值得 提出 的 〈 稍 梢 超出 本 
教材 的 内 容 )， 

定理 14 完备 度量 空间 于 的 闭 子 空间 站 是 完备 的 . 

证 明 设 (%,) 是 CX 上 的 Cauchy 序列 ,那么 它 是 入 中 的 
OQauchy 序列 ，(z,) 收敛 于 zxE€ 六 ， 但 是 因为 对 每 个 se>0， 存 在 
wyEF, 使 dx 2)< 之 8, 所 以 xEF.， 因为 了 是 闭 的 ,所 以 2 
FF= 了 ,办 此 (《%w) 收 敛 于 了 的 点 ,于 是 玉 是 完备 的 . 

: 有 一 个 与 定理 14 有关 的 结果 ， 它 的 大 意 是 度量 空间 (本 喘 不 
一 定 是 完备 的 ) 的 完备 子 空间 是 闲 的 . 这 贸 作 练习 . 

下 面 的 定理 是 Banach 不 动 点 原理 的 一 个 推论 ， 它 有 一 定 的 
用 处 ， 它 的 优点 是 包含 了 正 整 数 参数 %, 这 个 n% 可 适应 我 们 手头 
的 问题 而 选 定 ， 

定理 1 设 ( 了 ,4Q) 是 完备 的 , 4: 六 一 六 ， 知 果 对 闪 个 > 
4” 是 压缩 映射 ,那么 4Az=w 有 唯一 解 . 

证明 记 了 = 4" 由 定理 13，Bz=z 有 唯一 解 <， 现 在 4Bz 
=Az 且 4B=B4=4*t1 因此 B4r=4z 这 样 
z d(x, Av) =ad(Br, BAx)<ced(r, Ax). 

“这 就 包含 25= Av， 至 于 x 是 Aww 的 唯一 解 , 这 是 一 个 很 容易 的 
习题 . 
注意 , 在 定理 15 中 没有 必要 假定 4 是 连续 的 ， 
例 为 ”积分 方程 
zDD | EC Wolautgdd) (2 


关于 w=w( 引 在 [a, 时 上 有 了 唯一 的 连续 解 , 这 里 和 是 任意 人 参数 ,gp 在 
Lo, 中 上 连续, KK 在 [e, 5] x [g, 8] 上 连续 ， 为 了 证 明 这 一 点 , 考 
虑 4:CLe, 0]->Cla, 中 ,定义 为 
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Az(t) =N | E's, Wr du tpt). 


这 是 有 确定 意义 的 , 因为 由 2 在 [ge, 8] 上 连续 可 推出 积分 存在 ,并 
且 是 上 限 寺 的 连续 函数 ， 现 对 zyEC[c, 8], 容易 用 归纳 法 证 
明 在 te， 85] 上， 

dz tm Ay <IAN"M mt oo) "/n!, (3) 
其 中 m_ 一 d(%w, y) 一 max4|4(t) 一 y(D) |la<t<0} 是 在 完备 空间 
CLa, 8] 上 的 度量 , 用 是 | (4 ww) | 在 矩形 [ga, 5] x [a, 6] 上 的 最 
大 值 ， 因为 在 (3) 式 中 7%! 大 于 所 有 乘 罕 ,所 以 我 们 看 到 当 % 足 够 
大 时 ， 4” 是 压缩 上 映射， 因此 w= Ax 关于 有 唯一 的 解 ， 芭 (2) 有 
”唯一 的 解 ZE Cla, 6]. 


习 题 4 
1. 9g, 及 定 义 为 (0) 一 2z, g(z) =z2 hlw) = 革 ， 证 明了 在 吾 上 一 至 
“连续 ; 9 在 五 上 连续 但 不 一 致 连续 ; 9 在 (0, 上 一 致 连续 ; 在 (0, 1D) 上 连 
续 但 不 一 致 连续 
2. 设 是 度量 空间 ,/:N> 久 是 正 整数 集 N 上 的 任意 函数 ， 证 明 在 
N 上 一 致 连续 : 
3. 设 4 是 度量 空间 (X, 4) 的 一 个 给 定 的 子 集 ， 如果 Ja) = 
d(x, 4), 证 明了 在 了 上 一 至 连续 
4. 如 本 章 $ 4 例 33 最 后 一 部 分 描述 的 那样 , 明显 地 构造 一 个 序列 (wk 
€ li.. z z 
5. 证 明 本 章 8 4 定理 12 的 (i), (ii) 和 (iv)， 
6. 设 X, 了 是 离散 拓扑 空间 证明 X 和 了 是 同 胚 的 充 要 条 件 是 它们 
作为 集合 是 等 势 的 ( 即 基数 相等 ). 
7. 证 明 f(z) = 二 定义 一 个 同 胚 f: (0, %)>(0, %)， 证 明了 不 保持 
(0, 0) 中 Cauchy 序列 ， 即 证 明 存在 (0,，o) 中 的 Cauchy 序列 (zw) 使 
《fen)) 不 是 (0，w%) 中 的 Cauchy 序列 
8， 举 出 一 个 连续 而 不 开 的 映射 了 ;五 > 了 的 例子 . 
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9. 证 明太 中 的 任何 闭 区 间 [w 5], a<5b, 同 航 于 [0, 了 。 若 4=5, 成立 
否 ? 
10. 设 了 ,了 是 拓扑 空间 ,证 明了 :六 -> 了 是 连续 的 充分 必要 条 件 是 了 中 
每 个 闭 集 的 逆 象 在 苹 中 是 闭 的 . 
11. 证 明度 量 空 间 的 完备 子 空间 是 财 的 ( 风 本 章 § 4 定理 上 4)， 
12. 设 % 是 固定 的 , 在 Br* 上 定义 plz) 外 二 max|w4 一 | 设 Y=AX 由 
y= a tb (J <i<n) 
定义 .证明 4 是 (B", p) 上 的 压缩 脆 射 的 充分 必要 条 件 是 
z maxy SYay| <1. 
j= ~ 
13. 假定 (4)， ;i, j= 二 41，2, 3, … 是 无 限 和 矩阵 , 设 


sup, pA 二 二. 
了 一 


证 朋 方 程 组 r= Qt (=1, 2, 3,.**) 

有 了 唯一 的 有 界 解 ,其 中 (pb 是 有 界 的 ， 
14. 设 T 由 和 忆 中 的 可 列 集 的 余 集 组 成 ， 证 明了 是 关于 加 的 一 个 

拓扑 。 证 明 序 列 (xn) 收 敛 于 在 这 拓扑 中 的 x 的 充分 必要 条 件 是 对 充分 大 的 

nN, Tn = 

”还 证 明 ， 每 一 个 函数 (B, 7) 一 (X, 7)， 其 中 (X, 7') 是 任 一 拓扑 空 

间 , 在 五 的 每 个 点 处 序列 连续 ,证 明了 (x) =z 在 R 上 序列 连续 ,但 不 连续 ， 
15. 设 产 (XX, T)>(X, 7T') 在 了 上 连续 , ScX， 证 明 f 在 8S 上 的 限 

制 关于 8 的 导出 拓扑 是 连续 的 ( 见 本 章 习 题 3 第 12 题 ). 


5 兹 致 集 


”我们 考虑 一 般 拓扑 空间 中 的 集合 ， 有 些 结果 特别 或 只 适用 于 
度量 空间 ， 我 们 所 叙述 的 内 容 是 基本 的 ， 并 只 涉及 某 些 特别 感 兴 
趣 的 结果 一 一 定理 的 逆 定 理 或 部 分 道 定理 几乎 都 不 给 出 ， 

粗略 地 说 ， 我 们 可 以 把 拓扑 空间 中 的 紧 致 集 看 成 是 实 直 线 上 
闭 区 间 的 推广 ， 例如 ,在 [6, 如 上 连续 的 函数 有 界 并 达到 其 界 
这 一 基本 定理 在 拓扑 空间 上 也 成 立 ， 假 定 我 们 用 紧 致 集 下 代替 
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[c, 81, 但 仍 假定 f 是 实 值 函数 . 

一 般 的 紧 致 集 的 定义 是 由 下 面 关 于 实 直 线 的 著名 的 Heine- 
Borel 定理 启示 的 (有 人 不 承认 Heine 的 功劳 而 称 之 为 Borel 
定理 一 一 不 过 我 们 不 去 关心 历史 的 细节 )， 

定理 16 设 了 是 有 中 的 有 界 闲 集 , F 的 每 个 开 覆 盖 有 有 限 
子 禾 广 ， 

证 明 ”对 于 覆盖 的 定义 ， 我 们 在 第 一 章 $1 已 提 到 过 开 覆 
盖 是 指 它 的 集合 是 开 集 的 覆盖 .有限 子 覆 盖 是 由 开 履 盖 中 有 限 个 
开 集 所 组 成 的 ， 

因为 也是 有 界 的 , 因此 存在 某 个 闭 区 间 五 = [4, 了 5] (4 过 了 ), 使 
得 fcCI， 又 因为 了 是 闭 的 , 显然 如 果 五 的 每 个 开 覆 盖 包 含有 限 
子 覆 盖 , 那么 叉 的 每 个 开 覆 盖 也 包含 有 限 子 覆 盖 中 。 我 们 来 证 明 
对 于 石 的 定理 ,如果 定理 不 成 立 , 那么 有 一 个 五 的 开 覆 盖 {G。}， 
它 没有 有 限 子 覆盖 ， 将 友 平 分 为 两 个 闭 区 间 Is, 12, 它们 中 至 少 
有 一 个 没有 有 限 子 覆盖 ,用 六 记 没有 有 限 子 覆盖 的 那个 闭 区 间 . 
平分 I, 得 到 Ja， 它 没有 有 限 子 覆盖 继续 这 一 步骤 ,我 们 得 到 
闭 区 间 套 (To)， 它 使 得 对 每 个 %, 1, 没有 有 限 子 覆 次 ， 由 本 章 习 
题 3 第 5 题 , 7 zf 选 zEny, 那么 %ETCIiC UG 这 就 
是 说 ,对 某 个 a, zE Gs。， 因 为 Gu 是 开 的 ,因此 存在 Se, ?7) 忆 G6. 
现在 取 n 充 分 大 ， 我 们 有 I,CS(z, 7) CG。, 因此 了 被 单个 集合 
Gs 所 覆盖 ， 这 就 与 没有 有 限 子 覆 盖 矛 盾 了 .于 是 定理 得 证 . 

由 定理 16 看 来 ， 如 果 我 们 称 集合 天 为 紧 致 的 当 且 仅 当 每 个 
丈 的 开 覆 盖 有 有 限 子 覆盖 , 那么 R 中 每 个 有 界 邯 集 是 紧 致 的 ， 事 
实 上 ,这 论断 的 道 也 成 立 , 即 BR 中 每 个 紧 致 集 是 有 界 闭 的 ( 见 下 面 


(这 个 结论 的 证 明 如 下 ， 设 {0a} 是 也 的 一 个 开 覆 盖 , 则 {Da} 与 ~ 了 (的 余 
集 ) 一 起 是 了 的 开 覆 盖 . 所 以 { 妇 w} 中 有 有 限 个 集 U1, …,Un 可 能 再 加 上 必 了 了 覆 蔓 
2， 国 此 Uj, "py Un 履 蓝 ti -~ 一 一 译 者 注 ， 


电 人 及 如 


定理 17)。 紧 致 的 定义 只 包含 开 集 的 概念 ， 而 不 包含 限制 性 的 距 
离 的 概念 。 因 此 ,一 般 我 们 定义 

紧 致 集 设 卫 是 拓扑 空间 ,那么 全 的 子 集 下 称 为 紧 致 的 当 
且 仅 当 天 的 每 个 开 覆 盖 有 有 限 的 子 履 盖 . 明白 地 说 ， 如 果 {G6} 
是 覆盖 太 的 一 族 (可 列 或 不 可 列 ) 开 集 ， 那 么 存在 有 限 个 集合 
G<-，…，Gu, 的 族 覆 盖 K. 

下 面 给 出 紧 致 集 的 一 些 性 质 . 

定理 17 (i ) 在 拓扑 空间 中 ,有 限 个 紧 致 集 的 并 是 紧 致 的 . 

(Hi) 紧 致 集 下 的 闭 子 集 了 是 紧 致 的 . 

(ii) 在 度量 空间 中 紧 致 集 及 是 有 界 闭 的 ， 但 其 逆 一 般 不 成 


证 明 (i) 是 容易 的 , 留 作 练习 ， 

(站 ) 为 了 证 明石 是 紧 致 的 ， 设 UGs 汪 了 .我们 必须 抽出 一 
个 有 限 子 履 盖 .， 因为 是 闭 的 ， 所 以 ~ 是 开 的 ,于 基 UGoU 
(~ 也 ) 汪 尺 ,因为 玉 是 紧 致 的 , 我 人 有 {G，…， Go， ~ 如 覆 羡 
,这 就 蕴涵 {Gs,,…, Ga,} 覆盖 王 ， 即 王 有 有 限 子 履 关 . 

(iiit) 我 们 把 证 明 是 闭 的 留 作 练习 ， 证 明 的 思想 是 取 ~~ 
中 的 wp, 证 明 pw 有 邻 域 包含 在 ~ 外 中 , 从 而 证 明 ~ 天 是 开 的 ， 

为 了 证 明 了 是 有 界 的 ,我 们 在 天 中 国定 w%, 并 记 


KC Sy, 2, 
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因为 及 是 紧 致 的 ， 所 以 有 有 限 个 同心 球 S(z, 小 覆 盖 太 , 于 

是 太 就 包含 在 它们 中 最 大 的 那个 里 面 ,因此 KK 是 有 界 的 . 
最 后 设 ( 了 XY, 办 是 平凡 度量 空间 ,那么 飞 是 有 界 闭 的 ( 除 交 只 

由 一 个 点 组 成 外 ，c( 瑟 ) = 妃 ， 但 是 如 果 忆 有 无 限 多 个 点 ,如 

成 = 人 刀 2, 8, …}， 那么 和 不 是 紧 致 的 ， 因 为 下 是 开 集 {1}， 

{2}, … 的 并 ， 而 不 可 能 有 有 限 个 这 样 的 集合 覆盖 工 ， 
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现在 我 们 来 讨论 紧 致 集 上 的 函数 ， 一 个 开 集 的 连续 象 不 一 定 
是 开 的 ， 例 如 G= (- 了 二 1), f(%) =w?。 用 同样 的 方法 可 以 看 出 ， 
对 闭 集 来 说 也 有 这 个 结论 ， 对 紧 致 集 , 情况 就 不 同 了 . 

定理 18 紧 致 集 到 的 连续 象 是 紧 致 的 . 

证 明 设 了 ,了 是 拓扑 空间 , f: 对 一 了 在 邓 上 连续 ， 由 假 
设 CZ 是 紧 致 的 ,， 取 /(K) 的 开 和 覆盖 {Gs}, 那么 , 利用 在 第 一 
章 建立 的 f°! 的 性 质 ， 

KCcCf (UG = Uf (6G,). 
由 此 , 当 我 们 是 就 a 的 某 个 有 限 组 取 并 时 ,上面 的 包含 关系 仍然 成 
立 ， 取 下 的 映 象 ,我 们 有 | 

fAEICUF SF (Go)) CUG,, 
因此 fA(K) 有 有 限 子 获 盖 .， 当 我 们 说 广 !(G。) 是 开 集 时 , 用 到 了 
的 连续 性 . 

定理 19 紧 致 集 上 的 连续 实 函 数 是 有 界 的 ,并 达到 它 的 界 ， 

证 明 设 f: 了 一 ,这 里 耳 是 拓扑 空间 , R 有 它 的 通常 拓 
扑 . 设 不 忆 Y 是 紧 致 的 , 由 定理 18, f (KK)CR 是 紧 致 的 , 因此 由 
定理 17, 它 是 有 界 闭 的 .所 以 j 的 有 界 性 得 证 . 于 是 存在 好 = 
sup {f(z) |zEK}， 因 此 存在 ZEEK, 使 M-s<f(r)<M< 
M +s, 这 就 得 到 MW 是 在 fA(K) 的 闭 包 中 .但 f(K) 是 闭 的 , 它 等 
于 它 的 闭 包 , 因此 MEf(KK)， 即 对 某 个 ZEK, 用 =f(w)， 用 
同样 的 方法 , 可 证 明达 到 下 确 界 ， 

这 一 结果 可 以 用 来 度量 化 CO(K), C0(K) 是 所 有 在 某 个 拓扑 
”空间 中 的 紧 致 集 及 上 的 连续 实 函数 的 集合 .其 自然 度量 为 

a(f, 9) =max{|f (2) —g(2) | IzE EK}, 
其 中 f, gE€0O(Kk)， 

下 面 的 结果 表明 , 在 度量 空间 中 , 紧 致 性 是 比 完备 性 更 强 的 性 

质 ， | ， 
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证 明 设 刺 是 紧 致 的 , (5) 是 一 个 闭 球 套 ,那么 Su 关 由 因 
为 如 果 交 是 空 的 ， 那 么 取 余 集 ， 我 们 看 到 这 些 球 中 将 有 一 个 是 空 
的 ,而 这 是 不 可 能 的 ， 因 此 由 定理 8, 我 们 得 出 子 是 完备 的 ， 

例子 卫 一 说 明 其 逆 命 题 不 成 立 . / 

现在 我 们 要 给 出 紧 臻 的 度量 空间 另 一 个 更 为 分 析 化 的 描述 ， 
这 种 描述 是 经 常 有 用 的 ， 在 此 以 前 , 要 先 给 出 两 个 进一步 的 定义 

序列 紧 致 性 ”度量 空间 了 称 为 序列 紧 致 的 当 且 仅 当 下 中 的 
每 个 序列 有 一 收敛 的 子 序列 

完全 有 和 界 性 ”度量 空间 不 称 为 完全 有 界 的 当 且 仅 当 对 任 一 


二 旭 


8>0,， 存在 有 限 个 s- 球 履 盖 下: 
X= S(m, 8£), n=n(8). 


集合 4 {1,…, or} 称 为 下 的 有 限 。- 网 ， 

容易 看 出 ,完全 有 界 的 空间 是 有 界 的 ,但 反 过 来 一 般 是 不 成 立 
的 (参见 习题 ). 

下 面 我 们 要 说 明 , 在 度量 空间 中 , 紧 致 性 与 序列 紧 致 性 是 一 
事 ， 有 些 作 者 , 特别 是 苏联 的 作者 用 紧 致 性 这 一 术语 来 描述 我 们 
这 里 的 序列 紧 致 性 ， 根据 我 们 就 要 证 明 的 定理 来 看 , 这 样 运用 不 
会 产生 问题 。 但 是 我 们 用 的 名 词 在 美国 和 西欧 的 数学 家 中 是 标准 
的 ， 

定理 中 一 个 度量 空间 是 紧 致 的 充分 必要 条 件 是 : 它 是 序列 
紧 到 的 . 

证 明 (i) 首先 设 空间 X 是 紧 致 的 . 由 定理 20, 了 是 完备 
的 ， 由 紧 致 性 , 我 们 立即 可 以 推导 出 完全 有 界 性 ， 用 {S(%， ol 
2E 王 覆盖 六 ,并 从 中 抽出 有 限 子 覆盖 ， 
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现在 设 (o) 是 了 中 的 序列 ， 由 完全 有 界 性 , 存在 有 限 的 4- 
网 , 因而 至 少 有 这 网 中 的 一 个 球 包含 (oj) 的 无 限 子 序列 (co)， 设 


这 球 为 81, 半径 为 1， 同 样 存在 有 限 的 万- 网 , 于 是 存在 包含 (zp) 
的 子 序列 (co) 的 球 Sa 半径 为 三 ， 继 续 这 一 过 程 ,然后 考虑 子 序 


列 (z 和 2 和，080，…)， 因 为 对 ry, n 宝 入 ,有 ww 扣 9， WE Sw， 显然 ， 
它 是 Cauohy 序列 ， 因为 世 是 完备 的 , 我 们 有 (z 妃 ) 收敛 这 样 
我 们 就 证 明了 马 是 序列 紧 致 的 . 

(二 ) 现在 假定 互 是 序列 紧 致 的 ， 首先 我 们 证 明 对 一 定 是 
完全 有 界 的 , 然后 用 这 来 证 明 并 一 定 是 紧 致 的 . 

. 设 E 和 ,了 取 8>0, 如 果 对 所 有 2， d(w, 2)<s， 那么 {wi} 
是 有 限 s- 网 ， 如 果 不 是 这 样 , 那么 存在 ca 使 (ca oa) >s， 现 
”在 , 如 果 对 所 用， 不 是 dl%, m1) <s 就 是 d(w, oa)<s， 那么 
{v1, vo} 是 有 限 s- 网 ， 否 则 , 存在 wa, 使 d(ws, z21) 之 8, d(vs,，%a) 
>>6， 这 样 继续 下 去 , 并 假定 我 们 不 可 能 得 到 一 个 有 限 -网 , 于 是 
我 们 有 (zw)， 使 得 对 四 #m 有 dz， am) 之 8， 而 (on) 显然 没有 收 
敛 的 子 序列 ， 这 与 序列 紧 致 性 矛盾 ， 因 此 我 们 一 定 会 得 到 一 个 有 
限 s- 网 ， 即 了 是 完全 有 界 的 . | 

现在 我 们 用 反 证 法 证 明 也 是 紧 致 的 。， 假 定子 不 紧 致 , 那么 
存在 一 个 了 的 覆盖 {G4}, 它 没有 有 限 子 覆盖 .因为 了 是 完全 有 
界 的 ,所 以 对 每 个 我 们 有 肝 的 一 个 覆盖 , 它 是 由 有 限 个 半径 为 
二 的 球 组 成 ( 有限 二 -网 )。 因此 对 每 个 mn= 卫 2 …， 至 少 有 元 - 
网 中 的 一 个 球 ， 称 之 为 8。 它 不 能 被 {Gs} 的 有 限 多 个 集合 覆 


= 
-UL ， 


设 wr 是 9, 的 中 心 , 那么 由 及 的 序列 紧 致 性 可 知 (z,) 有 收敛 
的 子 序列 xz. 一 Zz€ 圣 ， 因 为 {G96} 覆盖 了, 我 们 得 到 ,对 某 个 a 
zw€Gs。， 这 样 由 Gs 的 开 性 得 出 存在 S(z, "7)CG。， 现 在 取 %* 足 够 
71. 


大 , 我 们 能 保证 8 (zw 元 )cSCe 门 ， 因 此 对 某 个 w 球 SC 
G。， 这 是 与 以 下 事实 矛盾 的 : 5 不 能 由 {Gs} 中 有 限 多 个 集合 所 
覆盖 ， 因 此 了 必 是 紧 致 的 . / 

我 们 所 考察 的 紧 致 集 的 最 后 一 个 性 质 与 在 它 上 面 的 某 种 实 函 
数 序列 的 性 态 有 关 . 如 果 我 们 在 度量 空间 (和 , 四 中 取 任意 一 个 
集合 5 以 及 连续 实 函数 六 :S-_> 玉 那么 完全 象 第 一 章 8 3 定理 
4 那样 , 容易 证 明 , 如 果 在 S 上 , f, 一 致 收 仇 于 九 则 了 在 S 上 连 
续 ， 这 个 结论 反 过 来 一 般 不 成 立 . 例如 在 [0, 1 上 f(z) = 
mw(1 一 2)"， 现 在 我 们 证 明 , 对 紧 致 的 拓扑 空间 来 说 , 如 果 收 敛 是 
单调 的 , 那么 逆 命 题 是 成 并 的， 

定理 观 设 了 是 紧 致 的 拓扑 空间 , 假定 f 在 了 上 逐 点 收 
敛 于 f, 这 里 /是 全 上 的 下 半 连 续 函 数 ， 每 个 f, 是 了 上 的 上 半 
连续 函数 ， 目 设 在 全 上 之 fr1， 那 么 fr>f 在 并 上 是 一 致 收 ， 
钱 . 
证 明基 任 意 的 se>0, 考虑 

G 一 已 EX 六 cz) 一 FoD) <e}. 
因为 上 一/ 是 上 半 连 续 的 ,所 以 Gy 是 开 的 ， 因 为 所 单调 减 , 所 以 
”对 每 个 GsCGwry 并 且 wE€X 蕴涵 着 对 所 有 足够 大 的 
0<f(w) —f(%) <e. 
因此 =U {GInENW}， 由 子 的 紧 致 性 可 得 出 存在 p(s), 使 对 
每 个 ?> 


在 一 UeG=GocGhu 
因此 cE 和 蕴涵 了 对 每 个 a>z 2EGh， 即 
0 过户 (o) 一 大 四 <s， 对 %>%. 
这 就 明确 地 表示 在 对 上 上 户 一 致 收敛 了 于/ 
. 709. 


习 题 5 


1. 设 民 是 任意 集合 , 书 是 并 的 一 个 子 集 族 ， 如果 的 任 一 个 有 限 子 族 
有 非 空 奖 , 则 称 也 具有 有 限 交 性 质 ， 

证 明 ， 如 果 是 拓扑 空间 ,那么 和 是 紧 致 的 充分 必要 条 件 是 每 个 具有 
有 限 交 性 质 的 闭 集 族 有 非 空 的 交 . 

2. 如 果 拓 扑 空间 的 每 个 可 列 开 著 盖 有 有 限 子 小 盖 , 则 称 拓扑 空间 为 可 
列 紧 臻 的 .证 明 可 列 紧 致 空间 的 连续 象 是 可 列 紧 致 的 

3. 设 XX> 电 在 可 列 紧 致 拓扑 空间 六 ( 见 上 面 第 2 题 ) 上 上 半 连 续 ,证 
明 j 了 在 和 上 上 有 界 并 且 达 到 界 . 

4. 设 是 紧 致 的 度量 空间 , {zs} 是 X 中 的 序列 ， 如 果 B= fm， 
za+1s…) 证 明 { 吾 是 一 族 具有 有 限 交 性 质 ( 见 上 面 第 工 题 ) 的 闭 集 ， 从 而 证 
明 六 是 序列 紧 至 的 (这 里 给 出 了 本 章 $ 5 定理 31(i) 的 另 一 个 证 明 ) 

5. 假定 :XX> 了 是 连续 的 ,其 中 XX 是 紧 致 度量 空间 , 了 是 度量 空间 .证 
明了 是 苹 上 的 一 至 连续 函数 ，( 提 示 ， 由 了 的 连续 性 , 存在 S=5(e, z) >0. 
用 以 全 为 半径 的 诸 球 8(%， 忆 覆盖 文 并 抽出 一 有 限于 覆盖 . ) 

6， 在 度量 空间 中 证 明 : 完全 有 界 集合 是 有 界 的 。 用 考虑 在 已 中 的 3 一 
人 ed 1 2 其 中 ea (0，0，…， 1 0,0,…) (1 在 第 个 位 置 上 ) 来 说 
明 一 个 集合 可 以 是 有 界 但 不 是 完全 有 办 


$6 纲 和 一 致 有 界 性 


纲 的 概念 在 分 析 中 是 很 重要 的 ， 它 的 重要 性 部 分 体现 在 关于 
”函数 族 的 一 致 有 界 性 的 推断 . 为 了 具有 一 般 性 , 我 们 对 拓扑 空间 
定义 岗 , 而 在 应 用 方面 ,我 们 限于 度量 空间 ， 

第 一 名 集合 区 吉利 富 是 于 的 子 集 ,5 称 为 第 一 


GE NE Ea 


合 , 即 S 趟 能 几 为 可 列 个 玖 朋 集 的 并 ， 
注意 琉 朗 的 概念 对 拓扑 空间 没有 明确 定义 过 ,但 是 如 果 要 求 
73 ， 


4= ~ 必 是 稠密 的 , 即 五 = 时 ,那么 在 度量 空间 上 的 定义 仍然 适 
用 . 

例 30 有 理 数 集合 @ 是 实数 集 忆 中 的 第 一 纲 集合 ， 因为 
是 可 列 个 元 素 9i，9a，… 的 并 ,每 个 集合 {9i} ;= 二 2，… 显然 是 
在 忆 中 朴 庆 的 ， 

重要 的 Baire 定理 告诉 我 们 : 每 一 个 完备 度量 空间 (作为 本 身 
的 子 集 ) 是 第 二 纲 集合 .这 就 是 下 面 的 定理 24. 我 们 先 建立 定理 
23， 从 定理 23, 立即 得 出 Baire 定理 ， 

定理 28 设 并 是 完备 度量 空间 ，(G,) 是 互 的 稠密 开 子 集 
序列 , 那么 |G 关公. 

证 明 取 ziE€ Gy 则 存在 球 Sg(p) Gs 取 闭 球 SLsi, 71|] CS 
Son ， 因 Gs 在 他 中 稠密 , 所 以 存在 mmEGan8| os, 地、 因 
此 存在 Sl(wa) CGs， 我 们 取 闭 球 S[zs, 73], 其 半径 7? 小 于 S (wa) 
的 半径 , 且 < 于 7s， 那么 "< 于 8 [va, 74] C8 [my, 14] 及 
S[%2, 73| CGs. 

继续 这 一 步 又, 我们 能 找到 闭 球 S [ws, 7,] CCG。 它们 构成 一 
”个 闭 球 套 , 即 S[z yjCS[o aa yn 且 7 一 0 一 ceo). 因为 
于 是 完备 的 , 由 定理 8 可 知 ,存在 ww， 使 

ZE MA Th] NG 
因此 站 GQ,*%. 
定理 只 (Baire 纲 定理 ) 完备 度量 空间 马 是 第 一 岗 集合 ， 
证 明 假定 他 不 是 第 二 纲 集 合 ， 那 么 了 是 第 一 纲 的 ， 


X=-U 本 (= 凯 防 ) 
其 中 每 个 及 是 玖 朗 的 ， 因 此 , 取 余 集 ， 
$= NN (~E,), 
。24 。 


集合 Gu= ~ 五 , 是 开 的 (因为 豆 。 是 闭 的 ) 和 稠密 的 (因为 B, 牙 
朗 )， 由 定理 23， 我 们 有 站 Guzx 乡 这 就 得 出 了 万 导 .， 因此 蒜 是 
第 二 纲 的 . 

本 章 最 后 一 个 定理 通常 称 为 一 致 有 界 性 原理 ， 正 如 我 们 以 后 
将 看 到 的 , 它 有 重要 的 推论 ， 

定理 由 (一 致 有 界 性 原理 ) 设 了 是 一 族 定义 在 第 二 纲 度 量 
空间 了 上 的 实 的 下 半 连 续 函 数 p,， 如 有 雪 


p(w) < 了 MM(w) 之 oo, 对 每 一 ?2E 及 ,所 有 pEP， (4) 
那么 存在 了 中 的 一 个 球 S 和 常数 下， 使 得 
p(w) < 他, 对 每 一 ES, 所 有 PEP， (5) 


证 明 我们 首先 注意 (4)， (四 的 基本 区 别 在 于 ; 在 ( 务 中 界 
MM(w) 与 4 有关, 与 p 无 关 , 不 等 式 在 整个 互 上 成 立 ; 在 (5) 中 , 界 
M 是 一 致 的 , 它 与 和 2 都 无 关 , 但 这 时 不 等 式 只 在 卫 的 一 个 球 
于 成立, 而 不 一 定 在 整个 互 上 成 立 ， 通 常 , 族 卫 是 一 个 函数 序列 
(Pr) , 
为 了 证 明 , 我 们 先 考虑 , 对 每 个 pEP 及 每 一 正 整数 m, 集合 
Blm, p) = {2|n(2)<m}, 
这 里 因为 ~ 恕 (m, p) = {zlp(o) >>m}, 而 p 是 下 半 连 续 函 数 ( 见 
本 章 84)， 所 以 这 个 集合 是 亲 的 于 是 由 于 
=N{B(m, p)|pE P} 
二 提交 已 也 是 国有 现在 
有 =U{B, m=1, 2, *…}, (6) 
因为 如 果 zE 开 ,那么 对 所 有 PE P, p(w) 志和 M(z)， 这 样 存在 一 个 
整数 m(w), 使 得 对 所 有 PpEP, p(w) <<m(z)， 这 获 涵 着 2€ 局 ms， 
即 (6) 得 证 ， 
由 假设 对 是 第 二 纲 的 , 于 是 (6) 蕴涵 着 至 少 有 一 个 集合 刀 。， 
比如 说 Bu, 不 是 玻 朗 的 (如 果 所 有 如 都 玖 朗 , 那么 这 些 集合 的 可 
+ ?76 。 


列 并 是 第 一 网 的 )， 因 为 Bw 不 是 疏 朗 的 ， 我 们 有 吾 v 包含 某 个 球 
S, 并 且 由 Ex 是 闭 的 ， 得 OCBay= op 

最 后 由 wE 8 可 得 出 x€ Bw， 从 而 对 所 有 pEP, p(x)<<M. 
这 就 证 明了 (5). / 

推论 1 如 果 我 们 用 实 连续 函数 了 的 族 太 代替 了 P， 结 论 也 成 
立 . 

推论 2 如 果 用 及 完备 代替 对 是 第 二 纲 集合 ， 定 理 的 结论 
也 成 立 . 

证 明 由 定理 24, 了 完备 蕴涵 着 和 是 第 二 纲 的 . 

在 第 四 章 , 我们 将 给 出 定理 25 一 个 影响 远大 的 应 用 , 它 被 称 
为 关于 赋 范 空间 的 Banach-Steinhaus 定理 . 这 个 定理 在 分 析 中 
很 有 用 .有 些 应 用 是 出 平 意外 的 ,比如 我 们 将 用 它 来 证 明 存在 连 
续 的 周期 函数 , 它 的 Fourier 级 数 在 一 点 发 散 . 


习 题 6 

1. 证 明 第 一 纲 集合 的 任 一 个 子 集 是 第 一 纲 集 . 

2， 证明 上 JB, 当 每 个 ,是 第 一 网 时 是 第 一 岗 的 ， 

3. 证 明 整 数 集合 4 是 忆 中 的 第 一 纲 集合 ， 但 2 在 其 本 身 中 是 第 二 
纲 集合 . 

4, 设 扣 :R>R 是 连续 的 ,假定 在 玉 上 f(z) 逐 点 收 化 于 f(z) (n> co)， 
ye 使 了 在 ~S 上 连续 ， 作 为 提示 ,定义 

Fn, n= {rE RI 大 一 f(z) |<m-1, 对 所 有 >} 
然后 考虑 
S= WA i 


其 中 Fs 是 Fn 的 内 部 。 


第 三 章 ”线性 空间 与 线性 度量 空间 


S1 线性 空间 
第 二 章 已 经 给 出 分 析 和 代数 中 的 几 个 重要 空间 ， 在 那里 我 们 
强调 ; 只 要 涉及 的 仅 是 纯度 量 性 质 , 那么 空间 的 代数 结构 如 何 是 没 
有 关系 的 .当然 完全 不 利用 空间 原 有 的 结构 是 轧 故 的 ， 在 第 二 章 
的 大 多 数 例子 中 能 够 定义 空间 元 素 的 加 法 以 及 空间 元 素 与 实数 或 
复数 的 乘法 .通常 ,我 们 把 空间 的 元 素 称 为 向 量 , 而 把 实数 或 复数 
称 为 标量 ， 我 们 取 所 有 复数 序列 z= (own) 组 成 的 空间 s, 作为 一 个 
例子 ， 序 列 相 加 的 自然 方法 是 按 坐 标 相 加 
vty (0) + (Ys) = (二 加 
同样 地 ， 序 列 w% 乘 以 复数 入 为 和 w= (Xz) .我们 就 把 这 些 作 为 在 
sxs 上 的 “十 ”运算 的 定义 和 在 Cxs 上 的 “.” 运 算 的 定义 ， 显然 ， 
对 于 s 中 的 一 切 xz, y 和 C 中 的 一 切 入 , ww 下面 一 些 性 质 成 立 ， 
4-Y 一 YY 十 对 ， 
NAL+Y) = Av+ Ny, 
入 (HUQ) = (MW)%. 
通常 我 们 省 略 掉 X,z 中 的 运算 符号 “.”, 而 写作 Xz， 当然 ,上 述 这 
些 性 质 是 根据 C 的 性 质 而 得 到 的 . 例如, 由 定义 
, 22 二 AY = (Mn Nn) , 
并 因为 Nn + NY =N {en + Yn} 
对 于 复数 A zn, ys 成立， 又 由 s 中 加 法 和 标量 敢 法 的 定义 ,有 
| (fnt Yn}) = 和 (om 十 如) = 和 (2 十 芒 . 
具有 上 述 运算 的 空间 s 成 为 复线 性 空间 . 
现在 我 们 要 定义 一 般 的 在 一 个 标量 域 上 的 抽象 线性 空间 ， 通 
77， 


常 我 们 的 标量 是 复数 , 有 时 也 可 以 是 实数 , 但 除 特别 说 明 外 ,这 个 
标量 域 总 是 指 C. 

线性 空间 C 上 的 线性 空间 (复线 性 空间 ) 于 是 一 个 非 空 集 
仿 , 连 同一 个 从 环 x 雹 到 吕 中 的 丽 数 "上 ”和 一 个 从 Cx 互 到 总 
中 的 函数 ,使 得 对 所 有 的 复数 入 和 斑 中 的 元 素 ( 疝 量 ) 7, y， 
2 ， 有 (有 2 十 0 一 w+ZO，(2) (zz 十 人 十 2 一 2 十 (Y +2), (3) 存 在 gE 
使 得 w 十 6==x, (4) 存 在 一 zE 人 使 得 z+ (~2)=0, (5) 1.z 一 0， 
(OAs+D =M+ Ny, (WAFL= Mt ue, (8) N15) = (Ns. 

线性 空间 定义 的 一 个 等 价 的 说 法 是 : 它 是 一 个 加 法 阿 贝 尔 群 
即 , 定义 了 加 法 使 得 (已 到 (4 成 立 , 对 于 它 还 定义 了 乘法 使 得 (5) 
。 到 (8) 成 立 ,元素 6 有 各 种 叫 法 ， 称 为 王 中 的 零 ,中 性 元 素 或 原 

点， 容易 看 出 0 和 一 “是 唯一 的 ， 例 如 , 如 果 8 也 是 零 ,那么 0 二 
90' -0， 但 既然 ! 是 零 , 那么 9 十 销 =g, 所 以 969， 显然 ,线性 空 
间 是 一 个 相当 丰富 的 代数 结构 ， 它 关于 其 内 部 运算 加 法 构成 阿 由 
尔 群 ( 即 交 换 群 )， 而 且 具 有 关于 内 部 加 法 和 外 部 标量 乘法 运算 的 
一 些 其 他 性 质 ， 在 我 们 讨论 的 绝 大 多 数 情 况 中 , 主要 兴趣 通常 总 
”是 放 在 下 及 加 法 上 . 全 十 标量 域 C 尽管 是 线性 空间 定义 中 的 一 
个 基本 部 分 , 但 可 以 认为 它 是 藏 在 幕后 的 . 

今后 , 当 我 们 说 到 线性 空间 的 时 候 ,总 是 指 复线 性 空间 ,如 果 标 
量 入, 4,… 是 实数 ,那么 我 们 就 明确 地 用 实 线性 空间 这 个 名 词 . 如 
果 入, pp,… 限 定 在 @ 中 ,我 们 也 使 用 有 理 线性 空间 这 个 名 词 ， 

在 继续 讨论 之 前 , 我 们 应 注意 , 这 一 章 的 8 二 82 讲 的 都 是 纯 
代数 的 内 容 ， 在 § 3, 我 们 将 用 特定 的 方法 把 线性 空间 结构 与 度量 
结构 结合 在 一 起 , 得 到 线性 度量 空间 .， 这 一 对 象 , 连同 它 的 推广 
一 一 拓扑 线性 空间 以 及 它 的 特殊 情形 一 一 赋 范 线性 空间 ， 提 供 了 
整个 数学 领域 中 最 有 兴趣 和 最 富有 成 果 的 课题 之 一 ， 

现在 给 出 一 些 线性 空间 的 例子 ， 
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例 1 (i) C 是 具有 通常 复数 加 法 和 乘法 的 复线 性 空间 ， 当 
然 ,C 不 只 是 一 个 线性 空间 , 还 是 一 个 域 ， 显 然 任 一 域 是 它 自身 上 
的 一 个 线性 空间 

(这 ) 具有 通常 加 法 和 乘法 的 RR 是 一 个 实 线性 空间 ， 而 且 是 
一 个 有 理 线性 空间 ,但 不 是 复线 性 空间 ， 

(iii) 如 果 和 定义 按 坐 标的 运算 如 下 ; 

0 十 4y 一 (21 十 oo 十 加)， 
= (Mw1,***, NVn) ， 
其 中 8 二 《gp1…', 4) ,9 二 (Y1…',， Yn) ,入 是 实数 ,那么 Br 成 为 一 
个 实 线性 空间 我 们 的 实 线 性 空间 定义 中 的 公理 是 容易 验证 的 : 
/= (0 0 0) 和 一 2 一 (人 一休 ， 一 03 …， 一 0) 。 
关 似 地 ,C" 可 以 成 为 一 个 复线 性 空间 ， 
(iv) 在 s 中 定义 
(os) + (Yn) 一 (Zn 十 ya)， 
和 (on) 一 Nn), 
那么 * 成 为 线性 空间 ， 我 们 把 任 一 序列 空间 看 作 线性 空间 时， 
我 们 总 假定 线性 运算 象 在 s 中 那样 定义 . 

(Vv) 关于 上 面 (iV) 的 按 坐 标 运 算 , 序 列 空 间 y, 00o, 6, i 都 是 
线性 空间 ， 我 们 必须 验证 这 四 个 空间 对 于 加 法 和 乘法 确实 是 封闭 
的 , 即 当 w,y 属于 空间 时 ,和 十 1y 也 在 空间 内 .例如 ,在 6 中 ,从 分 
析 的 基本 定理 得 出 , 阁 当 mn>0 时 wb 0 一 0 则 也 有 Nww 十 Ys 
-> 十 po, 即 对 任意 复数 和 ,Can 十 yn 一 Mw 十 py 是 在 0 中， 

作为 男 一 个 例子 ,我 们 考 虚 (p> 起，MwEls 是 显然 的 : 对 于 
任意 和 和 任意 %E4, 有 Xx1? 一 |X|? 瑟 [mw1?<oo. 另外 ,由 不 等 
式 |wx 十 Yr 1? 夸 2?《|zx|? 十 |yr1) 我 们 看 出 , 当 vw, VEp 时 ,2TVYED. 

(vi) 设 卫 是 任 一 非 空 集合 , 用 S 表示 所 有 复 函 数 f :XX 一 C0 
所 组 成 的 集合 ,对 于 每 个 ZE 所 ,定义 和 fi 十 以 fa 为 
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A fit fsa) (2) = 和 广 (z) 十 AP 人 o)， 
这 是 复 函 数 加 法 和 标量 乘法 的 通常 的 逐 点 式 的 定义 .容易 看 出 
是 线性 空间 . 

“(vi 第 二 章 例 7 的 C[0, 起 是 一 个 线性 空间 , 这 里 不 包含 度 
量 绪 构 . 线性 运算 如 上 面 (7 所 定义 的 ， 当 fi, jaEC[L0 1 时， 
和 ji 十 jacECL0, 1 这 是 初等 分 析 中 关于 连续 函数 的 简单 结论 ， 

(viii) 第 二 章 例 9 的 4 和 了 两 个 都 是 线性 空间 ， 因 为 , 如果 
f, 9 都 是 解析 也 数 ,那么 入 f 十 9 也 是 解析 图 数 ， 

这 些 例子 说 明 ， 许 多 重要 的 集合 都 可 以 用 完全 自然 的 方法 构 
成 线性 空间 . / | 

我 们 用 同 构 线性 空间 的 定义 来 结束 作为 引言 的 这 一 节 . 

同 构 ”两 个 线性 空间 (在 同一 标量 域 上 ) 之 间 的 同 构 了 是 一 个 
线性 双 射 映射 , 即 了 是 双 射 的 , 且 
/ fm1t 8a) = Nf v1) + uf rs), 

两 个 线性 空间 称 为 同 构 的 (或 线性 同 构 的 ) ， 当 且 仅 当 在 它们 之 间 
存在 一 个 同 构 . 

因为 同 构 显然 保持 线性 运算 , 因此 从 代数 线性 空间 的 观点 看 
我 们 把 两 个 同 构 线性 空间 当 作 等 价 的 . 

例 2 设 c 是 收敛 序列 线性 空间 ，Y 是 收敛 级 数 空间 (参看 第 
二 章 , 习题 1 第 9 题 )， 关 于 序列 空间 中 通常 的 线性 运算 ,7 与 ¢ 
线性 同 构 ,为 了 说 明 这 一 点 , 我们 由 Fe) = 4 定义 f:y>6, 其 中 
0 一 (oo) EY 和 4= (4 站 ,4 水 = 十 ca 十 … 十 ax 是 之 ax 的 第 5 个 
部 分 和 .由 


3 {Maxt Wor} =NAs t+ mB 
对 每 个 % 成 立 ,可 以 得 到 了 是 线性 的 .如 果 f(a) 二 了 (0), 那么 对 
于 每 个 有 4x 一 Bi， 因此 ,Qi=01, wa 一 0s,…, 即 4=5, 于 是 f 是 


单 射 的 ,我 们 还 必须 说 明 了 是 满 射 的 . 如 果 已 知 4E¢6, 对 于 >>1， 
我 们 取 0 一 4 一 4 一 4 1 那么 ， 


x 2 
Sai= A (ko0), 
1 


所 以 之 收敛 , 即 a€Ey， 显 然 f(a) = 4, 因 此 , 了 是 满 射 的 ， 
其 他 一 些 同 构 线 性 空间 的 例子 ,将 在 以 后 各 节 介 绍 . 


习题 1 


1， 利用 线性 空间 的 公理 证 明 ， 一 z 是 唯一 的 ; 9=6;0.2=0; (一 ])zx= 
一 Zz; 如果 Az 一 9, 那么 入 =0 或 者 %=0. 

“ 2. 下列 集合 哪 一 些 是 线性 空间 : (让 所 有 使 得 wx>1(k-> ww) 的 序列 X= 二 
(xx) 的 集合 ，(ii) 所 有 形 如 mw 二 aie 十 … 十 onen 的 多 项 式 集合 ， 其 中 多 项 式 的 
次 数 n 是 任意 的 , Gii) 所 有 次 数 小 于 5 的 集合 , (iv) 所 有 满足 微分 方程 了 (2) 
0 一 和 一 0 的 解析 函数 = 了 f(z) 的 集合 . 

.证 明 所 有 形 如 ab V 2 的 数 的 集合 是 有 理 线性 空间 ,其 中 a, bE @. 
忆 是 一 个 实 二 和 宪 癌 加 ， z 

4. 证 明 由 f(x) = (wo， 一 zw1, 73) 给 出 的 了: 局 ->R3 是 一 个 同 构 ， 通 常 把 
线性 空间 到 它 自身 的 同 构 称 为 月 同 构 . 

5， 试 证 明 Ri 和 五 ”不同 构 ， 

6. 设立 是 拓扑 空间 ,并 人 设 f:X->C， 那 么 了 的 支 集 定义 为 集合 
{ze 和 IFGc) 了 0 的 闭 包 , 并 记 为 sapp( 访 ,于 是 supp( 力 是 一 个 财 集 ， 用 
S 表示 所 有 支 集 是 紧 致 的 连续 函数 f:X=0 的 集合 ,证明 5S 是 线性 空 
辣 . 

提示 : 首先 证 明 

supp(f +9) Csupplf) Usupp(g). 

7. 证 明 1(p) = 人 =(zx)1 mr <}, 其 中 ps>>0, 是 线性 空间 , 当 且 
仅 当 Sup xz 一 ce。 

8. 设 五 是 s 的 子 集 , 并 且 

一 世 Es|Y>zar 对 一 切 XEB 收敛 上 
证 明 E' 是 线性 空间 ， 当 (D ={, Gi) 五 =s (iii) 加 = 时 , 求 如 
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这 一 节 介 绍 几 个 今后 要 用 的 简单 概念 ,主要 的 目的 是 证 明 Cr" 
实质 上 是 唯一 的 % 维 线性 空间 ( 即 每 一 个 % 维 线性 空间 都 与 0 同 
构 ) .还 证 明 每 一 线性 空间 有 Hamel 基 . 现在 给 出 一 些 预 备 定义 ， 
在 整个 讨论 中 , 蒜 都 表示 线性 空间 ， 

子 空 间 ”线性 空间 六 中 的 子 空间 或 线性 流 形 履 是 区 的 非 
空子 集 , 它 满足 当 z，yE MM 时 ,对 一 切 %, jE0O 有 w+WYyEM， 

注意 ,如果 {2Mo} 是 子 空间 族 , 那么 站 MM。 也 是 子 空间 . : 

线性 包 设 S 是 线性 空间 了 的 子 集 ,那么 S 的 线性 包 (1.hull 
(S)) 是 包含 5 的 一 切 子 空间 的 交 . : 

注意 ,我 们 称 为 I.hull(S) 的 这 个 集合 ,其 他 作者 使 用 了 “S 的 
张 成 "或 者 “由 S 生成 的 子 空间 ”等 名 词 . 

A+B，%4 设 4，B 是 和 的 子 集 , 我 们 定义 

A+B= {2+y|w€E A, yE B}, 
A4= {|wE A}. 

通常 用 4+% 来 代替 更 准确 的 写法 4 十 1 上 

线性 无 关 ”了 的 有 限 子 集 {v1,，…， zn} 称 为 线性 无 关 集 ， 当 
且 仅 当 关 系 式 

和 101 十 十 和 na = 0 
在 ja=)a=…= 入 =0 时 才 成 立 ， 式 子 
AZ4 十 人 aa 十 … 十 人 no 
称 为 向 量 %，%s,，…，%wn 的 线性 组 合 ， 

我 们 特别 规定 , 空 集 儿 是 线性 无 关 的 ， 如 果 有 限 子 集 不 是 线 
性 无 关 的 , 融 称 为 线性 相关 ， 

六 的 任意 寺 集 (不 一 定 有 限 ) 称 为 线性 无 天 的 , 当 且 仅 当 它 的 
每 一 个 有 限 子 集 是 线性 无 关 的 ， 
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下 述 基 的 概念 ， 即 生 成 个 本 间 的 线性 无 关 集 的 概念 是 由 德 
国 数学 家 Hamel 提出 的 ， 

”Hamel 基 玉 的 子 集 B 称 为 全 的 Hamel 基 , 当 且 仅 当 厂 
线性 无 关 集 且 1.hull(B) = 工 ， 

维 数 ” 线 性 空间 且 称 为 有 限 维 的 ， 当 且 仅 当 有 一 有 限 的 
Hamel 基 B， 即 B 是 有 限 集 且 是 Hamel 基 .， 如 果子 不 是 有 限 
维 的 , 就 称 为 无 限 维 的 . 

本 节 的 后 面 我 们 将 证 明 每 一 个 线性 空间 有 一 个 Hamel 基 . 对 
于 空间 是 有 限 维 的 情况 , 我 们 将 在 定理 2 中 证 明 所 有 的 Hamel 基 
有 相同 数目 的 元 素 ， 这 使 我 们 能 够 根据 一 个 有 限 维 空间 的 任 一 
Hamel 基 的 元 素数 是 确定 该 空间 的 维 数 ， 对 于 空间 是 无 限 维 的 
情况 , 可 以 证 明 所 有 的 Hamel 基 作 为 集合 是 等 势 的 (参看 第 一 章 
$ 1)， 于 是 , 我 们 可 以 把 无 限 维 空 间 的 维 数 定义 为 它 的 Hamel 基 
的 基数 ， 可 是 我 们 并 不 想 研究 这 个 问题 ， 我 们 将 只 限于 有 限 维 情 
况 的 讨论 ，- 
现在 我 们 举 出 一 些 与 上 述 定义 有 关 的 例子 . 

例 8 (i) (wp 之 1); co, 0, ls 都 是 8 的 子 空间 . . 
(让 ) 区 间 [0, 切 上 的 所 有 多 项 式 的 集合 是 C[0, 菇 的 子 空 


地 


间 ， | 
(i) Lhull(@) = {人 引 . 因为 所 有 包含 8 的 子 空间 的 交 恰 好 是 
所 有 子 空间 的 交 , 而 9 属于 每 个 子 空间 , {从 本 身 又 是 一 个 子 空间 . 

如 果 S99, 容易 证 明 l.hull (5) 等 于 S 的 元 素 的 一 切 有 限 线 
性 组 合 的 集合 . 

(iv) 对 于 任 一 集合 4, 我 人 有 24C4+4. 这 是 因为 2€24， 
“有 X=24= (1+1)a= 1. at+1i: “Q 二 ga 十 0, 其 中 a€ 4， 注意 ， 我 们 使 
用 了 线性 空间 定义 中 的 (7) 和 (5)， 显 然 , 包含 关系 24C4+4 可 
能 是 严格 的 . 
: s 3 。 


(v) 考虑 线性 空间 C". - 设 ae= {0, 0,… …, 0} ,其 中 
在 第 “个 位 置 上 是 荆 在 其 他 的 m 一 1 个 位 置 上 是 y 那么 {81，69， 
…, eq} 称 为 0" 的 单位 向 量 集合 ， 这 个 集合 是 线性 无 关 的 ， 因为 

入 61 十 .十 和 Bi 一 (Na， ， 和 nu ) ， 


因而 M8i 十 "二 Aes = | 
等 价 于 (CA, “*", Nn) (0 3 0) ， 
因此 AM= Ag= = MC=0. 


(Vi) 设计 = {个 是 由 单个 元 系 9 组 成 的 平凡 线性 空间 ,， 奢 么 
空 集 有 8 是 于 的 Hamel 基因 为 规定 6 是 线性 无 关 的 ， 且 从 上 
述 的 (i 有 1hul1(9) = { 引 . 

Gyii) C0? 的 单位 向 量 集 合 B 是 C 的 Hamel 基 . 我 们 已 经 知 
道 BB 是 线性 无 关 的 ,而 且 如 果 = (Ci bn) EO, 那么 4 二 wi61 
十 … 十 nes 是 B 的 元 素 的 线性 组 合 ， 所 以 zE1.hull(8B8). 因此 

0O"=1.hull(8). 由 于 B 是 有 限 集 合 , 因此 得 出 C" 是 有 限 维 的 , 
注意 ,了 不 是 Cr 的 唯一 的 Hamel 基 , 例如 ,在 0” 中 容易 验证 集 
合 {1 1), (0, 一 1)} 是 一 个 Hamel 基 ， 

至 此 , 我 们 已 把 线性 空间 分 为 有 限 维和 无 限 维 两 类 。 为 了 实 
际 地 确定 有 限 维 空 间 的 维 数 ， 需要 下 面 两 个 定理 : 

定理 1 设 卫 有 一 个 具有 %% 个 元 素 的 Hamel 基 , 那么 和 中 
”任意 w+T 个 元 素 的 集合 是 线性 相关 的 ， 

证 明 如 果 n=1, 且 {o 是 Hamel 基 ， 那 么 对 于 和 0 
两 个 2 ww3,， 有 wi 一 和 10， wa 一 和 aD。， 如果 和 Ais 一 0， 那 么 或 是 和 一 
或 是 zs 一 90， 因此 , {zw1, zo 是 线性 相关 的 ， 如 果 和 As 关 0, 那么 
和 1 站 0, Aga 关 0, 而且 因为 

,hy 
所 以 {m1， za} 是 线性 相关 的 ， 这 是 讨论 %=1 的 情况 ,现在 我 们 考 
虑 % =2 的 情况 ,最 后 再 用 归纳 法 ， 
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取 %n=2, B= {51, 0s} 蚌 一 个 Hamel 基 , 设 总 = {%1, Vg, Za} 是 

也 中 的 任意 三 个 元 素 的 集合 , 那么 
2 一 和 ii01 十 Xia (2G=1, 2, 8)., 

现在 考虑 子 空间 M = 1.hull{bjj。 如 果 za za ca 都 属于 必 ， 屠 
么 由 于 {8} 是 W 的 Hamel 基 , 在 ”= 工 的 情况 已 证 明了 二 个 元 
素 的 集合 {fza，za} 是 线性 相关 的 , 这 样 更 有 5S 是 线性 相关 的 ， 如 
果 wa zo, zs 不 是 都 在 MM 申 , 我们 可 以 重新 标注 下 标 以 保证 
不 在 1 中 , 则 有 hs 关 0, 否则 .wa 一 Xs101€ M， 这 与 假设 矛盾 ， 对 
于 $=1, 2, 


Yi = Vi — Mie Za 一 人 ii01 十 和 iopa 一 2 (NaipDi 十 Nasp3) 
Ng9 Mag 


是 属于 和 的， 由 n=1 的 情况 ,两 个 元 素 的 集合 {yi, yo} 是 线性 
相关 的 , 即 存在 ww， 不 全 为 零 ,使 得 
Wi1T1+ ara+ Ars = 0, 

其 中 入 依赖 于 ra Ma，Xia，Xas，Xas， 它 们 之 间 的 明确 的 关系 式 是 
什么 那 是 无 关 紧要 的 ， 从 而 我 们 得 到 8 是 线性 相关 的 , 这 就 证 明 
了 n=2 时 定理 的 正确 性 . : 
应 用 m=2 的 思路 ,容易 完成 归纳 法 的 证 明 . 这 个 证 明 贸 作 练 
习 . : : 
定理 8 设 革 是 有 限 维 的 , 那么 民 的 所 有 Hamel 基 有 相同 
数目 的 元 素 . 、 

证 明 假设 B 是 一 个 Hamel 基 , 有 % 个 元 素 . 设 B 是 于 
的 另 一 个 Hamel 基 ，B’' 必 是 有 限 的 , 否则 它 将 有 十 1 个 线性 无 
关 的 元 素 , 这 与 定理 工 相 矛 盾 ， 比 如 说 , 如 果 B' 有 m 个 元 素 , 那 
么 必 有 mn， 因为 如 果 n>>n 或 者 和 <mw 就 与 定理 1 矛盾 ， 因 
此 , B,，B’ 是 两 个 具有 相同 数目 的 元 素 的 基 

根据 定理 2 以 下 定义 是 有 意义 的 . 
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维 数 ”如果 是 一 有 限 维 空间 ,那么 它 的 维 数 定义 为 它 的 任 
-一 Hamel 基 的 元 素 的 数目 ， 
” 例 4 0* 是 nw 维 的 ,因为 {f@1, ea, …, ew} 是 一 个 具有 多 个 元 素 

的 Hamel 基 . 

下 面 的 定理 说 明 ， 在 某 种 意义 上 例 4 是 唯一 能 够 给 出 的 % 维 
线性 空间 的 例子 . 

定理 8 ”如果 下 是 有 限 维 的 , 维 数 是 n, 那么 及 与 O" 同 构 ， 

证 明 因为 卫 是 有 限 维 的 ,因此 存在 Hamel 基 {01,…, 0 小. 
”如 果 wE 于 ,那么 对 于 某 些 标量 入 有 z= 为 红 1 十 … 二 各 0%， 这 些 入 
是 唯一 的 ， 因 为 如 果 


w= LO1 十 十 non ， 
那么 (Ga 一 人 好)01 十 十 Ws — Hn) bn =t0, 
由 于 是 线性 无 关 的 ,所 以 有 入 (1<i<n)， 由 此 可 见 ,由 

f (2) = (M1, ,Nn) 
给 出 的 映射 /: 卫 一 0" 是 有 确定 意义 的 . 显然 它 是 一 个 双 射 ， 而 
且 容 易 验证 对 于 标量 a, 8 和 属于 了 且 的 zw,y 有 

flavt By) =af(%) +BfY). 

因此 , f 是 一 个 同 构 . 

我 们 可 以 举 序列 空间 co, s 和 函数 空间 OE0, 作为 无 限 维 
空间 的 例子 . 例如 , 如 果 es 表示 在 第 个 位 置 是 1 在 其 他 位 置 是 零 
的 无 限 序列 , 那么 {e1, es, …} 是 co 的 一 个 无 限 的 线性 无关 集合 ， 
因此 ,不 管 % 有 多 大 ,在 co 中 总 存在 nn 十 1 个 线性 无 关 的 元 素 . 

由 定义 .有 限 维 空间 有 有 限 的 Hamel 基 ， 一 个 无 限 维 空间 究 
竞 是 否 有 一 个 Hamel 基 这 决 不 是 显然 的 ， 为 了 证 明 所 有 的 线性 . 
空间 都 有 Hamel 基 , 看 来 必须 使 用 Zorn 引 理 或 者 选择 公理 的 某 
个 形式 ， 如 我 们 所 做 的 那样 , 把 Zorn 引 理 作为 一 个 公理 ,那么 证 
` 明 每 个 线性 空间 有 一 个 Hamel 基 就 是 非常 容易 的 . 可 是 , 这 种 方 
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法 不 是 构造 性 的 , 它 并 没有 明确 指出 每 个 具体 空间 的 了 amel 基 是 
什么 ， 

定理 4 每 个 线性 空间 X 有 一 个 Hamel 基 ， 

证 明 设 P 是 卫 的 所 有 线性 无 关子 集 所 成 的 族 ,那么 由 于 
bEP, 因此 P 是 非 空 集合 ， 按 照 集合 的 包含 关系 ,了 是 半 序 的 ， 
设 卫 = {Lo} 是 卫 的 一 个 全 序 子 集 ， 设 LI=UL 是 T 中 所 有 工 
的 并 集 ,那么 工 是 线性 无 关 集合 ， 因 为 如 果 S=={s1,…, se} 是 荆 
的 一 个 有 限 子 集 , 那么 5sE LadI<i<n)， 由 也 的 全 序 性 , 如果 必 
要 的 活 , 对 下 标 重新 编号 , 我 们 可 以 排 成 LC…CcCLs。， 因 此 ， 

stE La (1<i<n)， 由 于 它 是 线性 无 关 集 合 Zu. 的 有 限 子 集 ， 所 
”以 5 是 线性 无 关 的 .于 是 的 上 界 是 工 ,由 Zorn 引 理 (参看 第 一 
章 ),P 有 一 个 极 大 元 素 ,比如 说 是 B, 现 在 我 们 可 以 说 , 子 中 的 每 
个 2 也 在 1.hul(B) 中 ,因为 如 果 相 反 , 存在 一 个 zcE ~1.hull(B), 
由 此 得 BU { 吉 是 线性 无 关 的 . 但 BU { 休 2 万 这 个 包含 关系 
是 严格 地 包含 , 这 就 与 B 是 极 大 元 素 矛 盾 . 由 此 我 们 证 明了 B 是 
线性 无 关 的 且 1hul(B) = 王 , B 就 是 我 们 所 要 求 的 Hamel 基 , 

熟悉 初等 群 论 的 读者 遇 到 过 商 群 或 者 因子 群 G/ 互 的 概念 ， 
其 中 G 是 一 个 群 ,五 是 一 个 正规 子 群 , 如果 马 是 一 个 线性 空间 ， 
M 是 一 个 子 空间 ， 那 么 我 们 可 以 定义 一 个 商 空 间 于 /用 , 它 有 点 
类 似 于 商 群 GQ/ 五 ， 我 们 要 证 明 在 卫 / 中 可 以 定义 一 种 自然 的 
运算 , 以 使 它 成 为 一 个 线性 空间 ， 这 样 于 的 每 个 子 空间 以 就 生 
成 一 个 新 的 线性 空间 于 /ML. 

商 空间 下 /用 设 王 是 线性 空间 ， 1 是 子 空 间 ， 定 义 z 二 
ymod 有 L) 为 zw 一 y€E 以 , 那么 二 是 一 个 等 价 关 系 ， 六 模 型 的 商 空 
闻 革 /和 M 定义 为 集合 {BsjwE 对 }， 其 中 B= 他 |g=zGmnod M)}. 
如 果 定 义 用 ,十 加, 一 加 siy, 和 Bs 一 加,s, 那么 筷 /1f 成 为 线性 空间 . 

上 述 断 言 的 证 明 是 很 普通 的 ， 很 显然 二 是 等 价 关系 ， 另 外 ， 
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在 下 /于 中 定义 加 法 和 标 是 i 习 法 是 有 意义 的 例如， 如果 2 三 
v(mod NY),Yy=Yy (mod 及 ), 那么 zw 十 yy 三 2 十 y (mod 术 ); 因 此 , 取 
Ez，By 的 不 同 的 代表 不 改变 Bs 十 耳 ,， 类 似 地 看 出 入 Bs 的 意义 
也 是 确定 的 ， 因 为 邓 是 线性 的 ,所 以 , 很 明显 下 /4 满足 线性 空 
交 的 公理 ， 我 们 注意 到 瑟 / 的 零 是 子 空间 六 ,因为 
Eo= {y=0(mod M)}= {1y€ M}=M. 

例 5 设 节 =L[0, 1]( 参 看 第 二 章 例 6).， 关于 组 合 函 数 的 
”通常 的 代数 运算 于 是 线性 空间 记 民 ={fEXIfY)=0 几乎 处 
处 成 立 }, 那么 性 是 站 的 子 空间 ,而 f 三 9(mod AM) 的 意思 是 f (4) = 
g (几乎 处 处 成 立 ， 在 积分 理论 中 , 通常 是 用 商 空 间 蒂 / 放 进行 
研究 , 而 不 是 用 三 本 身 ， 在 积分 理论 中 ,f=g -- 般 被 解释 为 

f=g(mod M). | 

线性 空间 中 凸 集 和 绝对 西 集 的 概念 在 许多 方面 是 重要 的 , 现 
在 我 们 给 出 这 些 概念 的 定义 . 

山 性 和 绝对 是 性 设 如是 线性 空间 的 一 个 子 集 , 那么 

(i ) 五 称 为 凸 集 ， 当 且 仅 当 由 %,，y€ 2B, 和 +H=1， 人 和 之 0， 
ww 守 20 可 推出 Mr+uYEE. 

(过) 五 称 为 平衡 集 , 当 且 仅 当 由 ZE 如 ,| 入 | <1 可 推出 Mw€ 户 . 

(iii) 瑟 称 为 绝对 山 集 ， 当 且 仅 当 由 %, yE€ BB, INA| + |p!<1 
可 推出 w+uED. 

不 难 证 明 ， 当 且 仅 当 集合 如是 凸 的 且 是 平衡 的 时 ， 它 才 是 绝 
对 凸 集 ， 这 个 证 明 留 作 练 习 . 

有 一 个 明显 的 几何 方法 来 描述 凸 性 ， 我 们 称 

Lz, y) = {Ww+ (1—NMyl0O<A<1} 

为 连结 x 和 Yy 的 线段 , 显然 可 知 ,如 是 凸 集 的 充 要 条 件 是 : 当 名 包 
含 4, YY 时 召 也 包 售 上 (%, 9). 

例 6 (i) 显然 ,每 一 个 子 空间 是 绝对 凸 集 , 而 且 每 一 个 绝对 
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凸 集 是 凸 集 ， 

(ii) 设 d 是 C" 上 通常 的 度量 ,那么 0” 中 的 每 个 球 (wg, 7) 
是 凸 集 ， 因 为 如 果 4(%, 2) <7, dQ(y, 8) 过 ?7, 入 二 t=1, 等 等 ,那么 
由 Minkowski 不 等 式 , 有 
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dM MY, @) =- (IX —a) + Yr Gx) ?) 
<M(r, a) tuadly, o) <7. 
构造 绝对 凸 集 的 简单 方法 是 应 用 某 类 称 为 半 范 数 的 实 函数 ， 
半 范 数 ” 线 性 空间 耻 上 的 半 范 数 是 一 个 函数 p: 匀 一 R, 使 
得 (Dp(Ow) = | 2 人 oO，(2)2(z 十 力 生 Do) +p(). 
性 质 (1) 称 为 p 的 绝对 齐 性 , 性 质 (2) 称 为 2p 的 次 可 加 性 因 
此 , 半 范 数 是 了 上 的 实 的 次 可 加 的 绝对 齐 次 函数 ， 此 外 , 由 (DD 和 
(2) 有 0 一 p(0) <p(z) 十 p( 一 2) 一 2p(w), 因 此 , 2 总 是 非 负 的 . 
例 ? (Ci) Do 一 2 是 O 上 的 半 范 数 ， 
(六 ) Mi 人 2) 一 suplz| 和 2a(2) = |lim wi| 是 c 上 的 半 范 数 . 
(Gii) 如 果 了: 于 >C 是 一 个 线性 映射 ,那么 p(2) = |f(%) | 是 
到 上 的 半 范 数 . 
现在 我 们 给 出 一 个 非常 简单 的 定理 . 
定理 5 设 p 是 线性 空间 X 的 半 范 数 , 并 设 7>>0， 那么 集合 
{zjp(2) 过 7 ， 人 1p(w) 二 7} 是 绝对 上 山 集 ， 
证 明 假设 p(Y) 专 7, p(yY) 记 7, 那么 
pr+uY SINNp) + rp EN +t in) rer, 
其 中 | 入 | 十 |4i <1， 因 此 {|p《2) 二} 是 绝 对 吓 集 ， 另 一 个 集合 
的 证 明 类 似 ， 
在 下 一 节 我 们 介绍 拓扑 线性 空间 的 概念 时 ， 将 给 出 一 个 类 似 
于 定理 5 的 道 定理 的 定理 .从 一 个 非 空 的 开 的 绝对 凸 集 4 出 发 ， 
我 们 能 构造 关上 的 半 范 数 , 且 称 为 4 的 度 规 (gauge) 人 参看 定理 6). 
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习 题 2 

1. 证明 任 一 族 子 空间 的 交 是 子 空间 . 

2. 设 8 是 线性 空间 的 非 空 子 集 ， 证 明 1.hull (5) 是 8 中 元 素 的 一 切 有 
限 线性 组 合 的 集合 ， 再 证 明 1.hull(5) 是 包含 8 的 最 小 的 子 空间 ， 

3. 证 明 S 竹 和 是 子 空间 , 当 且 仅 当 S++SCS 和 对 于 每 个 入 有 MCA 

4. 设 Wi Ms 是 子 空间 .证 明 1.hull(MiU MM,) ==M1i++ 作 ,. 

95. 证明 包含 关系 24CA4+4 可 以 严格 成 立 . 

6. 设 用 甸 表示 有 限 序 列 “= (on) 的 集合 , (序列 x 称 为 有 限 的 当 且 
仪 当 存 在 p EN 使 得 对 于 所 有 的 2%>2 有 xm 一 0.) 证 明 人 名 是 s 的 子 空间 ， 
1.hull{ei,， es, … 收 二 DBD. 证 明 可 列 的 无 限 集 合 {e@1l, ee … 少 是 8 的 一 个 线性 无 关 
子 集 , 但 不 是 s 的 Hamel 基 . : 

7. 设 收 是 六 的 子 空间 ， 用 f(x) ==EBs 定义 f:X>XX/M. 证 明 这 个 通 
常 称 为 X 到 /MM 上 的 典 则 《canonical) 映 射 的 了 是 线性 的 , 而 且 是 满 射 的 ， 

8. 证 明 一 个 集合 是 绝对 凸 集 , 当 且 仅 当 它 是 凸 的 和 平衡 的 . 

9. 设 互 是 卢 集 ,4 和 8B 是 绝对 应 集 ， 证明 z+ 和 BB 是 凸 集 而 4+B， 
人 44 是 绝对 凹 集 . 

10. 证 明 任 意 一 族 凸 集 的 交集 是 凸 集 . 证明 包含 给 定 集 合 8 的 最 小 的 
凸 售 是 一 切 有 限 线性 组 合 入 5s 的 集合 ， 其 中 51 ECO，N 关 0 万 入 二 1， 这 个 
最 小 的 凸 集 称 为 5 的 证 包 、 

11. 设 和 4 是 一 个 非 空 的 绝对 凸 集 ， 证 明 0€4 而且 当 |A|<|j| 时 有 
AAcCnud, 


SS3 线性 度量 空间 , 副 范 数 , 半 范 数 和 范 数 

到 现在 这 样 一 个 阶段 ， 我 们 自然 要 把 第 二 章 的 度量 概念 与 这 
一 章 的 线性 空间 概念 结合 起 来 ， 可 是 如 果 不 是 用 相当 紧密 的 方法 
把 度量 和 线性 性 质 连结 在 一 起 , 那么 这 个 结合 是 没有 意义 的 ， 完 
成 这 个 连结 普遍 使 用 的 方法 是 通过 连续 性 ， 由 于 这 样 的 连结 能 概 
括 大 量 的 具体 情况 ， 这 个 方法 被 认为 是 熔 合 度量 和 线性 结构 最 好 
的 方法 . 
. 90 ， 


就 下 定义 而 言 ， 定 义 线 性 拓扑 空间 不 比 定 义 线性 度量 空间 更 
难 , 所 以 我 们 就 来 定义 线性 拓扑 空间 ， 可 是 在 这 本 入 门 书 中 ,不 能 
深入 地 讨论 线性 拓扑 空间 的 理论 ， 建议 感 兴趣 的 读者 去 查阅 
Robertson 和 Robertson 的 Cambridge Tract( 剑 桥 小 册 )(1964). 
在 给 出 一 般 定义 之 前 ,我 们 先 来 看 一 个 例子 , 它 基本 上 是 这 个 定义 
的 来 源 ， 空 间 C 是 带 有 度量 dg(z, 四) 一 |x 一 y| (zw, YE0) 的 度量 
空间 , 关于 通常 的 加 法 和 乘法 ,而 C 也 是 它 自身 上 的 线性 空间 . 上 度 
量 结 构 和 线性 结构 是 通过 连续 性 连结 在 一 起 的 ， 当 2->wo0, YYo， 
-> 和 ho 时 ,有 % 十 yy 一 wo 十 Yo, Aw 一 howo, 即 加 法 和 标量 乘法 是 连续 运 
算 . 我 们 要 求 线性 拓扑 空间 具有 与 C 相同 的 特性 , 因此 我 们 定 义 
如 下 ， | 
拓扑 了 ,使 得 子 中 加 法 和 标量 乘法 这 两 个 代数 运算 是 连续 的 .如 
果 T 是 由 度量 确定 的 , 那么 就 用 线性 度量 空间 的 名 称 . 

加 法 的 连续 性 是 指 由 Je, Y) =2+9 定义 的 :了 XX 一 入 
在 王 x 下 上 是 连续 的 ,标量 乘法 的 连续 性 是 指 由 fA, $) = 和 hw 定 
义 的 fi:Cx 肝 一 卫 在 OX 对 上 是 连续 的 , 在 乘积 空间 Xx 
和 Cx 上 的 拓扑 如 下 定义 ， 对 于 任意 两 个 一 般 的 拓扑 空间 下 1 
和 卫 。, 我 们 说 G 是 邓 :x 了 中 的 开 集 ， 当 且 仅 当 对 于 任意 的 
gE ,在 了 1 中 存在 开 集 Gi, 在 了 中 存在 开 集 Gs, 使 得 g€ Ga 
xGsCG， 容易 证 明 这 样 一 些 集合 G 的 族 确 实 是 关于 X11x 和 ， 
的 一 个 拓扑 , 这 个 拓扑 就 称 为 乘积 拓扑 ， 在 上 面 线性 拓扑 空间 的 
定义 中 , 我 们 认为 C 有 通常 的 模 度 量 拓扑 . 

如 果 ( 及 1, Q1) 和 (对 a, da) 是 度量 空间 , 那么 

Qd( (wp1, wa), (Y1, ya)) =d(v1, Y1) +ad(va, Ya) 
是 且 1X 玉 。 上 的 一 个 度量 , 其 中 (wi, za) 和 《1,99) 在 定 1X 了 1 
中 ， 证 明 由 4 产生 的 度量 拓扑 确实 是 1x 了 a。 上 的 习 积 拓扑 , 这 
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是 很 简单 的 所以， 如果 ( 圣 , 中 是 线性 度量 空间 ,， 那 么 ho (举例 
说 ) 的 连续 性 可 以 表示 如 下 : 对 于 每 个 (Xo, zo) 和 任 -- 8 之 0， 存在 
0>0, 使 得 当 
q(O，2o) 十 | 和 一 X0| 一 人 
时 , 有 dw, sor0) < Ee, 
例 8 (i) 设 0<p<1l,， X=i(p)， 我 们 已 经 知道 是 线性 
罕 间 , 并且 
d(%, 9) = |v — yl 
确定 了 天 上 的 一 个 度量 拓扑 .我 们 来 证 明 站 是 拓扑 线性 空间 ， 
加 法 的 连续 性 容易 证 明 ， 为 了 简化 符号 在 式 中 咯 去 下 标 , 有 
d(w+y, oat) =SIri+y— (a+06)|? 
委 之 |z 一 Z|? 十 之 1 一 0 
一 CC，C) +a(y, 6). 
标量 乘法 的 连续 性 证 明 如 下 ， 书写 时 还 是 略 去 下 标 友 
Q(XO，Xoa) = 了 | Noh) (2 一 0a) 十 (和 一 Xo)c 十 Xo(2 一 CD)|? 
委 袜 | 入 一 Xol?|z 一 cj? 十 立 | 和 一 和 oj ?cj 
十 立 | 和 | 下 2 一 Cj 
用 Zi， Za,， Zs 分 别 表 示 上 式 右 问 的 三 个 和 式 , 则 
& (AZ，Xoc) 魏 之 1 十 之 3 十 之 3. 
现在 |)o|#* 和 max(1，|)o|) = 开 ( 比 如 说 )， 如 果 |x 一 xo| 天 二 那么 
1 一 Xol <1。 下面 设 入 是 正 整数 , | 入 一 ho| 二 1, 那么 


F< DIANhlrlal?+t DS lel-A+B. 
设 给 定 s>0， 先 选取 足够 大 的 W， 使 得 下 < 可 .然后 选取 
0<n<1, 使 得 当 |% 一 | <7 时 ， 有 限 和 4 小 于 吉 ， 记 3= min 
(m， 8/3(1 十 及 )), 那么 车 
。 02 ， 


d(z，oc) 十 | 和 一 和 2o| <6, 


dM, M0) 和 YI 十 4 十 有 Yas<d(z，o) 


££ 
3 


因此 ,在 每 个 点 (Xho, a) 上 标量 乘法 是 连续 的 . 
(这 ) 现在 我 们 举 一 个 例子 , 说 明 只 要 空间 的 标量 乘法 的 连续 
性 不 成 立 , 它 就 不 能 成 为 拓扑 线性 空间 . 设 p= (px) = (i/8), 并 记 
~ Zp) = {vlsuplorl®< 00}, : 
那么 LL(p) 是 线性 空间 ，d(w, 四) 二 8ap|ze 一 Yj” 是 1(p) 的 度量 ， 
对 于 加 法 是 连续 的 ， 可 是 存在 z€E1(p) ,使 得 当 和 ->0 时 he+> 0. 
因为 ， 如果 对 于 每 个 及 令 w=1, 取 0 之 | 和 | 过 1, 那么 对 于 所 有 的 
kj 入 WY<1, 而 当 h>co 时 | 和 |Y>1， 因 此 
dN\w, 0) =suplA|™*=1, 
由 此 得 到 当 和 ->0 时 , w+> 0. 
在 本 章 $ 2 的 来 尾 我 们 讲 过 ， 每 个 非 空 开 的 绝对 凸 集 可 以 产 
生 一 个 半 范 数 ， 现 在 我 们 来 证 明 这 一 点 . 
定理 6 设 4 是 拓扑 线性 空间 耻 中 非 空 开 的 绝对 是 集 , 那么 
p(w) =inf{A>0IrEAA} 
是 瑟 上 的 半 范 数 ， 这 个 半 范 数 称 为 4 的 度 规 (gauge). 

证 明 设 4z 信 则 有 某 个 <cE4, 因此 , 由 绝对 凸 性 有 0.z 十 
0.zE4, 即 9E4. 因为 下 是 线性 拓扑 空间 , 所 以 对 于 每 个 
z€E 及 ， 当 jv>0 时 有 uc-*b: 因为 4 是 含 9 的 开 集 ， 所 以 存在 
3>0， 使 得 6sE 4， 记 入 -6-1!， 那 么 ZEX4.， 因此， 对 于 每 个 
wC 子 存在 入 >0, 使 得 wEX4, 从 而 0<p(z) <co， 

现在 取 %，yE 尽 ， 设 s>0 已 给 定 ， 那么 存在 和 >0 使 得 
ZEA4 和 和 <plw) 十 8， 舅 外 存在 K&>0 使 得 YEH4 和 <p(9) 
93。 


十 t+ Md Qa) <s. 


十 e。 因为 4 是 绝对 凸 集 ， 有 2 二 YE (十 和 4， 因 此 pkz 十 妇科 
和 十 凡 ， 所 以 
DZ 二 0) PP) +p(Y) 十 28。 

由 于 是 任意 的 ,所 以 p(z 二 幼 科 Do) 十 p(y). 最 后 , 用 类 似 的 方 
法 可 以 证 明 p(w) = | 入 |p《w) .因而 p 是 对 上 的 半 范 数 . 这 就 证 
明了 定理 . 

让 我 们 回忆 一 下 例 8 的 空间 ip)， 这 个 空间 是 线性 度量 空 
闻 ， 然而, 它 不 只 是 一 个 线性 度量 空间 . 由 

9 (2) = Z| wr) 

定义 的 函数 g:1(p) 一 RR 给 出 了 度量 ,这 里 4d(w, Yy) =9(w 一 Y). 消 
数 g 有 下 列 性 质 ; 9g(9) =0, g(w) 二 g( 一 x), 9 是 次 可 加 的 , 并 且 当 
和 一 和 Xo, 2->wo( 即 9(2 一 00) 一 0) 时 ,和 xz->)Xozo， 在 一 个 一 般 空 间 上 秆 
义 的 具有 这 些 性 质 的 函数 就 称 为 一 个 副 范 数 ， 

副 范 数 (paranorm) 副 范 数 g: 革 一 (入 是 线性 空间 ) 满 
足 g(9) 一 0,g(%) 一 g( 一 2),9(v 十 Y) <g(z) 十 9(W), 并 且 当 和 >， 
w->xo 时 有 Nw-> hwo， 副 赋 范 空间 (X,9) 是 具有 副 范 数 9 的 线性 
空间 了. 

显然 , 每 个 副 赋 范 空间 在 wz,，J) =9(z 一 切 时 ,成 为 一 个 半 度 
量 空间 ， 可 以 证 明 在 每 一 个 线性 半 度 量 空间 上 可 以 定义 一 个 副 范 
数 , 它 产生 相同 的 半 度 量 拓扑 、 因 此 副 赋 范 空间 和 线性 半 度 量 空 
间 实 际 上 一 回 事 ， 但 是 , 我 们 认为 这 个 结果 的 证 明 已 超出 了 本 书 
范围. : 

现在 我 们 已 有 了 两 类 重要 的 具体 的 线性 拓扑 空间 ， 副 赋 范 空 
间 ( 卫 , 9) 和 半 赋 范 空间 (XX, p). 

例 9 (i) Lp) 是 具有 g9(z) 二 |vrj” (参看 92 页 例 80)) 的 - 
盎 赋 范 空间 , 其 中 0<p。<1. 

(ii) 每 个 半 范 数 是 副 范 数 , 但 其 道 一 般 是 不 成 立 的 。 第 一 个 
. 94 . 


绪论 容易 证 明 ， 为 了 证 明 其 逆 不 成 立 我 们 在 (1/8)) 上 考虑 
g (2) =Z orl, 
那么 9 是 一 个 副 范 数 ,但 显然 存在 2 使 得 g(2%) 二 2g(w)， 因 此， 
9 不 是 绝对 齐 次 的 ， 
一 个 更 特殊 的 线性 拓扑 空间 是 赋 范 至 
是 半 范 数 加 上 性 质 , 若 |z| =0， 那么 0 六 比 荆 范 空 间 是 一 个 
对 (于 ,| "| ). 赋 范 空间 最 简单 的 例子 或 许 就 是 C, 具有 1zx| = |z|. 
赋 范 空间 理论 是 一 般 分 析 中 一 个 基本 研究 领域 ,我们 将 在 第 
四 章 研 究 它 ， 


习 题 3 
1， 对 任 一 有 界 序列 2= 《px) ,证 明 !2) 是 副 赋 范 空间 , 并 证 明 i(p) 是 完 
备 的 . 
注意 , 一 般 来 说 ， 一 个 完备 的 线性 度量 空间 , 或 完备 的 副 赋 范 空间 ， 经 常 
被 称 为 Brk6chet 空间 , 它 是 以 M. Fréchet 命名 的 ， 
2. 证 明 具 有 
9(Z) 一 3 (|2z|A( 工 十 [zz| 7 
的 空间 s 是 Fréchet 空间 ， 
3. 设 (9g) 是 线性 空间 了 上 的 副 范 数 序 列 ， 证 明 
9 7) = 32 “g(r)/ (1+ g(r)) 
是 了 上 的 副 范 数 . 还 证 明 g(xn)~>0Cmn-> oo) 当 且 仅 当 对 于 每 个 太 有 gx《%,) 
~042 一 co) 时 成 羡 . 
4. 设 J 是 对 所 有 的 入 和 所 有 的 2 满足 9Cz) 志 |A|lg(xw) 的 副 范 数 ， 证 
明 9 是 半 范 数 ， 
5. 设 p, 9 是 对 上 的 半 范 数 ， 且 当 2(z) < 工时 总 有 q(x) <1， 证 明 对 
所 有 的 5€X 有 q(x) 过 DO) . 
6. 设 p 是 4 的 尺度 ,证 明 
{zlplz) <1} CAC {zr|p(z) <1}. 
7. 假设 X 是 有 限 维 的 具有 Hamel 基 {o1，pa，…，po 的 线性 空 间 , 证 
明 z 
。06 。 


lel= 2 la 
是 ZX 的 区 数 ， 其 中 t=Ab1 十 和 2b2 十 "0 十 入 nD 


$4 基底 

如 果 B 是 线性 空间 了 的 Hamel 基 , 那么 B 是 线性 无 关 的 ， 
而 且 1.huli(B8)= 革 ， 因此 ,如 果 %EX, 那么 xz 可 以 表示 成 B 的 
元 素 的 有 限 线 性 组 合 w= 也 Xp。 因为 B 是 线性 无 关 的 ， 这 个 表 
示 式 是 唯一 的 ， 

在 某 些 问题 中 (参看 第 四 章 $2 例子 ), 这 样 一 种 基底 的 概念 
是 有 用 的 ， 它 使 我 们 可 以 把 一 个 元 素 ” 唯一 地 表示 为 一 个 无 穷 级 
数 2 一 之 和 rr07。 这 个 概念 本 身 包 含 着 收 钙 的 意思 ， 因而 包含 某 一 类 
拓扑 ， 当 然 Hamel 基 用 不 到 拓扑 ， 我 们 将 限于 在 副 赋 范 空间 
(于 ,9) (参看 本 章 8 3) 中 定义 基底 . : 

基底 ” 设 ( 卫 , 9) 是 副 赋 范 空间 ， 碟 的 元 素 序列 (6bw) 称 为 了 
的 一 个 基底 当 且 仅 当 对 于 每 个 2€ 卫 存 在 唯一 的 标量 序列 (x) 使 
得 2= 袜 )bs， 即使 得 g(% 一 > Mabe ) >0 (n>00). 

基底 的 这 个 概念 是 J. Schauder 在 1927 年 提出 的 ， 这 就 是 
我 们 常 把 基底 称 为 Sehauder 基底 的 原因 . 我们 所 采用 的 术语 把 
基底 和 Hamel 基 区 分 开 来 ， 可 是 容易 证 明 , 在 有 限 维 空间 中 这 两 
个 概念 是 一 致 的 . 

例 10 记 a=(, 0, 0,…), 63= (0, 1 0,…)…， 那 么 (ei) 
是 空间 !(p),eo s 的 基底 . 在 这 三 个 空间 中 自然 的 副 范 数 或 范 数 是 
1(o) = (Zoo 在 1o) 上 ， 

[zl =sup |zx|, 在 oo 上， 
y(z) 一 荆 2-2*(|oz| /Go ))》， 在 s 上 ， 
例如 , 我 们 来 考虑 7(p)， 取 任 一 $= (wx) E1(p)， 记 
。 0， 


Yn 一 守 一 (v1, "°°, Vn) 0, U， .…) ， 


那么 np 一 也 一 之 ez 一 (0O, 0, 本 尼 1 于 工 ， 地 外 十 号 ， … ) ， 


从 而 [9 (Yn) J *= > [ze| ?>0 (n>00), 


也 即 2= 之 azek,. 2 的 这 个 表示 式 是 唯一 的 , 因为 如 果 2 一 SMer, 那 
入 z 


(> (Ny — x) Or )>0 (nr 一 co )， 
由 此 得 SIM wl ">0. 


也 就 是 对 所 有 k N= Vx. 

我 们 可 以 用 同样 的 方法 讨论 oo 和 s， 注 意 , (en) 是 oo 的 基底 ， 
但 {8x} 不 是 Hamel 基 ， 因 为 Lhullfe =@ (有 限 序列 空间 ) 是 oo 
的 真子 集 . 

例 11 取 e 如 例 10, 记 e=(L, 1,…), 那么 在 6c 的 自然 范 
数 |z| 一 SUP | wx 下 ，(e, el, ga, …) 是 6e 的 基 撒 ， 因 为 假设 rE€o, 
且 ww->L(h->c0) ,那么 


| 一 ze- Sm Do | 


所 以 “一 2 十 2(wx 一 Da。 容易 证 明 > 的 这 个 表示 式 是 唯一 的 . 

刚才 给 出 的 。 的 基底 , 在 第 四 章 $2 确定 。 的 对 偶 空间 时 要 
用 到 它 ， 

已 经 知道 , 不 是 所 有 的 副 赋 范 空间 都 有 基底 ， 下面 的 定理 千 
诉 我 们 副 赋 范 空间 有 基底 的 必要 条 件 是 它 是 一 个 可 分 的 半 度 量 空 
间 (参看 第 二 章 $ 8). 

定理 7 设 (X, 9g) 是 有 基底 = (bx) 的 一 赋 范 衬 间 ,那么 人 
是 可 分 的 ， 

证 明 设 S 是 一 切 有 限 线性 组 合 > (rz 十 和 )2x 的 集合 ,其 中 

，02? . 


=sup | 一 !|->0 (n>00), 
> 和 


?x, Sx 是 有 理 数 . 容易 证 明 S 是 可 列 集合 . 现在 我 们 证 明 总 在 开 
中 是 稠密 的 ， 取 任 一 2E 到 ,那么 z= hxbx, 所 以 对 于 每 个 s>0， 
存在 W 使 得 


g(2—»> by ) <e. 
取 % 使 得 1<k<N， 然 后 选取 充分 接近 于 和 的 Hz 一 yx 十 ls， 使 


得 g(Ww 一 jx) bx) 达 E/N。， 由 在 XX 中 标量 乘法 的 连续 性 ， 这 是 可 
能 的 .于 是 我 们 有 


go— Sm by) <e+g(> (Mp— ey) bs ) <28. 
由 此 得 出 在 之 中 是 稠密 的 ,所 以 是 可 分 的 . 


定理 7 可 以 用 来 说 明 某 些 副 赋 范 空间 没有 基底 ,例如 可 以 证 
明 i 是 不 可 分 的 ,所 以 根据 定理 7 它 没 有 基底 . 


习 题 4 


1. 设 (X, 9) 有 基底 (2)， 那 么 对 于 每 个 zeE 民 , 有 xz= Maprk。 证明 由 
fr《z) 二 和 x 给 定 的 每 个 映射 及 :>0 在 入 上 是 线性 的 . 

2. 用 书 表 示 上 在 [0, 1] 上 的 所 有 实 多 项 式 的 赋 范 空间 ,其 范 数 为 |zx| = 
max{|z( 引 ||0<t<1}. 证 明 人 |k=0, 二 … 小 是 号 的 基底 , 并 确定 第 1 题 中 
的 映射 广 . 

3，(i) 证 明 (6) 是 co 的 基底 ， 并 证 明 序列 (| 匀 me， 

(ii) 设 zee, lim wi 一 ,证 明 序列 


设 
是 递增 的 . 
4. 证 明 1 关于 范 数 |zxj ==sup|x| 是 赋 范 空间 .证 明 d(x,y) =|z- 相 是 
1。 上 的 度量 ,并 证 明 在 这 个 度量 下 7 是 不 可 分 的 .由 此 推出 1 没有 基底 . 
5. 把 CL[0, 1] 看 作 是 实 值 函 数 的 赋 范 空间 ，S 表示 [0, 1] 上 所 有 多 和 角 
形 函 数 的 集合 , 这 些 多 角形 的 顶点 的 从 标 是 有 理 数 . 用 证 明 8 是 可 列 稠密 子 


) 是 递增 的 ， 


le+ Sr Den 
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集合 来 证 明 C[0, 1] 是 可 分 的 . 
斌 证明 CL0, 1] 有 基底 . 


$5 分 布 

分 布 理 论 的 现代 形式 是 俄国 数学 家 8S. L. Soboleff 在 1936 
年 提出 来 的 ， 二 十 世纪 五 十 年 代 ,， 工 . Sehwartz 大 大 地 发 展 和 系 
统 化 了 这 个 理论 ， 分 布 , 有 时 也 称 为 广义 函数 ,在 许多 领域 都 有 应 
用 , 例如 , 在 微分 方程 理论 , 微分 算 子 的 特征 函数 展开 式 以 及 随机 
过 程 理 论 中 等 . 

在 此 我 们 只 打算 介绍 分 布 理论 的 少数 几 个 基本 概念 ， 以 便 为 
感 兴 趣 的 读者 阅读 更 全 面 和 更 广泛 的 著作 作 好 准备 ，( 例 如 ， 
Sohwartz, 1950; Gelfand 和 Shilov, 1964; D. 89. Jones, 1966. ) 

测试 函数 ”首先 我 们 定义 测试 阔 数 的 线性 空 间 D， 我 们 说 
wED, 当 且 仅 当 (1) w:R->0, (2) vz 在 RR 上 是 无 限 可 微 的 ，(3) 在 
某 一 闭 区 间 [4, 四 之 外 w(t) =0。 闭 区 间 [4, 想 一 般 依赖 于 函数 
X=w(t), 

例 12 对 于 |i|<1, w() =exp(# 一 1) ,而 对 于 |t| 之 1, 2 
一 0, 定义 了 一 个 测试 孙 数 z。 容易 证 明 在 t= 土 1 时 , 各 阶 导 数 
‘dg 一 0 

在 也 中 收敛 的 定义 如 下 ; 设 (o) 是 了 中 的 序列 ,那么 我 们 
说 ws>0( 在 DD 中 ) 当 且 仅 当 对 于 所 有 的 zw 存在 同一 个 区 间 
[c, 5] ,使 得 对 一 切 mw 在 fc, 四 之 外 z(t) =0, 而 对 于 上 =0, 1,…， 
V9( 人 ->0 (n>00, 在 [4, 四 上 一 致 地 ). 

例 13 取 % 如 例 12, 而 设 zv( 四 ==z(2) /nr, 那 么 对 于 一 切 mw, 在 
[一 二 1] 之 外 zl) 一 0， 对 于 一 切 % 和 ww( 四 <<1fne,， 因此 
vn(t) 一 0 (在 R 上 一 致 地 )， 现 在 对 于 £=1, 2,…, wt) 在 有 RE 上 
可 微 , 因此 , 在 [一 1, 1 上 有 界 ， 于 是 对 于 这 些 和 一 切 n, t, 我 

99 ， 


们 有 | 0 性) | 所 My/rn， 因 此 zzo (从 一 0 (mn->o0, 在 [一 1, 1] 上 一 
致 地 ), 于 是 wo-~>0( 在 D 中 )， 

在 了 DD 中 序列 (w;) 收 全 于 一 个 元 素 xED 是 由 一 wz 一 0( 在 D 
中 ) 来 定义 的 ， 现 在 我 们 可 以 定义 分 布 了 ， 

分 布 ”分布 了 /是 D 上 的 一 个 连续 线性 泛 函 ， 这 里 D 是 测试 
函数 的 线性 空间 . : 

说 了 是 泛 函 就 是 说 :D>C. 了 的 线性 是 指 对 于 任意 入 ,jEC 
和 任意 zx, YED 有 fw+19y) 一 入 f (ww) 十 Lf(Yy)， 最 后 , f 称 为 连 
续 的 当 且 仅 当 mw->0. 时 (在 刀 中 ) 有 oo)->0. 我 们 用 D 表示 
一 切 分 布 的 集合 

注意 , 如 果 了 是 一 个 分 布 ,那么 当 zn->z( 在 DD 中 ) 时 ,有 ff (wn) 
->f(%). 

例 14(5- 分 布 ) 对 于 每 个 %ED， 定 义 6(w) =w(0)， 那 么 容 
易 验 证 SG 了，8- 分 布 有 时 就 随便 地 称 为 0- 函数 ， 

例 15 设 在 每 个 有 限 区 间 上 Lebesgue 可 积 , 在 忆 上 定 
义 

GO =| Pod. 
由 于 在 某 个 闭 区 间 之 外 等 于 零 ， 所 以 这 个 积分 实际 上 是 在 有 限 
区 间 上 的 积分 ， 因 而 f 是 D 上 的 一 个 泛 函 , 由 积分 的 线性 性 质 知 
它 是 线性 的 ， 现在 假设 ww 一 z (在 D 中 )， 那 么 因为 oo 办 一 0 
(在 某 个 闲 区 间 [e,， 人 上 一 致 地 ), 所 以 
fio) —f 1 <| IPO ead) -zar>0 (>co)， 

现在 我 们 证 明了 每 个 适当 可 积 的 了 通过 积分 的 方法 产生 一 个 分 
布 f.。 由 一 个 在 每 一 有 限 区 间 上 可 积 的 函数 通过 积分 的 万 法 产生 


的 任 一 分 布 称 为 正则 分 布 ， 非 正则 分 布 称 为 奇异 分 布 . 
例 16 例 14 的 5 分 布 是 奇异 分 布 ， 因 为 假设 存在 在 每 一 有 
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限 区 间 上 Lebesgue 可 积 的 函数 了 ,使 得 对 于 一 切 xED 有 
(2) -z(0 =| F(a)dt. 
对 于 a>0, 在 (一 &, 外) 内 取 %()=exp {23 (一 05) ,在 区 因 
(—a, z(t) =0, 那么 2€D, 因 此 
6 一 一 一 | Ftv at <e | 1FG) (dt. 
但 在 Lebesgue 积分 理论 中 一 个 一 般 的 经 果 是 ; 当 40 时 ， 
全 1PG1er>o， 


因此 产生 了 矛盾。 由 此 得 出 S- 分 布 是 奇异 分 布 . 

很 明显 , 刀 ' 关于 函数 的 逐 点 运算 是 线性 空间 ，.Z' 中 序列 的 
收敛 性 定义 为 : 在 D' 中 ( 扩 ) 收 化 当 且 仅 当 (ji(z)) 对 于 每 个 
ZED 在 G 中 收敛 ， 如果 对 于 每 个 :ED(fi(w)) 的 极限 是 f(z)， 
那么 了 是 线性 的 , 因为 

f Owt 9) = Timy fr (Net py) 

=]lim{Nfr (82) + nf } = A YE) + nf (Y). 
可 以 证 明 f 一定 是 连续 的 , 即 当 or 一 0( 在 刀 中 ) 时 , 有 (2x)->0， 
可 是 这 个 证 明 是 相当 复杂 的 ， 感 兴趣 的 读者 可 去 查阅 Gelfand 和 
Shilev 的 湖 作 ， 


一 个 分 布 级 数 立户 称 为 收敛 于 户 当 且 仅 当 对 于 每 个 zxE 也 
立户 ( 收 伍 于 Ja) ， 根据 上 述说 的 ， 收 伍 的 分 布 级 数 的 和 函数 
也 是 一 个 分 布 | 

例 17 设 Fs(t) ==sin 有 t 并 假设 所 是 由 Fis 生成 的 正则 分 
布 ,那么 在 D' 中 fr->9， 因 为 , 取 2ED, 假设 % 在 (一 a, a) 之 外 
等 于 0, 那么 由 分 部 积分 法 
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| sin ht 人 二 -了 | cos htew (tdt 


[fr(2) | = 
1 


< 于 | [2 (及 | xi->0 (>00)., 


我 们 顺便 请 读者 注意 , 这 里 CEO ) 仅 在 点 nz 处 收敛. 
现在 我 们 要 这 样 定义 分 布 的 导数 ,使 得 每 个 分 布 有 一 个 导数 ， 
导数 也 是 一 个 分 布 . 
为 了 寻求 启发 ,我 们 考虑 在 RR 上 有 连续 导数 的 函数 了 (), 那 
么 也 生成 一 个 正则 分 布 f, 而 由 分 部 积分 法 , 得 到 


-| POwCDd=-| Fr (v(t) at. 

所 以 ,在 一 般 情况 下 , 自然 想到 由 户 (o) = 了 (一 2 来 定义 玉 ， 因 为 
当 wzED 时, 一 w' ED, 我 们 看 到 了 在 D 上 有 意义 ， 显 然 是 线 
性 的 ,而 且 如 果 zs>0( 在 D 中 ), 那么 一 忒 ->0( 在 D 中 )， 因 此 ， 
由 了 的 连续 性 ,/( 一 0)->0, 即 (zw) 一 0， 于 是 六 ED 

例 18 (CG) (wz)=6(—2)=—w (0), 

(Gi) 考虑 Heaviside 单位 阶梯 函数 1:， 它 是 由 11(0) = 去 ， 
1 有 =1 (>>0)，14()=0 (<0) 定 义 的 ， 那 么 1 生成 正则 分 
布 及 (2) = | w(t)dt， 它 就 称 为 Heaviside 分 布 ， 于 是 我 们 有 
有 H'(w) =6(w) ,因为 

H'(s) = -| za- -| limz(7) -x(0)) 
-xz(0) =6(%). 

分 布 理 论 的 主要 优点 之 一 是 任 一 收敛 的 分 布 级 数 都 可 以 逐 项 求 时 
数 ， 当 然 这 样 的 运算 方法 在 普通 的 分 析 中 一 般 不 适用 . 

定理 8 (i) 如 果 fr>f( 在 D' 中 ), 那么 户 ->f (在 中 )， 

(i) 如 果 之 gx=g (在 DD 中 ), 那 么 29:=g (在 D' 中)， 
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证 明 (i) 因为 当 wED 时 , 一 w'ED, 所 以 对 于 每 个 ED， 
当 和 >co 时 ,所 (0) 一 了 (9), 即 fi> 了 (在 中). 
GD 记 fr(0) = SD gl®), 
并 应 用 结论 个 及 : 
| 及 (OO 一 Tg(%), 
(i) 即 得 证 . 
例 19 设 Fi(?) 一 (sinkt) /mt, 并 假设 i 是 对 应 于 FP 的 正则 


分 布 ,那么 不 难 证 明 对 于 每 个 2€ Dfr(w) 一 240) (kf->o0)， 从 而 
fr 6 (在 D' 中 )， 由 定理 8 得 到 6 (在 六 中)， 


习 题 65 

i， 证 明 例 12 中 的 函数 z 食 是 DD 的 一 个 元 素 . 

2， 构造 一 个 在 DD 中 的 函数 , 当 | 引 >2 时 等 于 0, 当 | 计 <1 时 等 于 1. 

3. 指出 下 列 等 式 中 哪 一 些 定义 分 布 ，C) f(z) 二 {z(0)}3，Gi) f(z) = 
D0), (iD fr) =sup{r(D /te BR}. 

4. 设 ( 吏 的) 在 任 一 有 限 区 间 上 Lebesgue 可 积 , 并 假设 在 R 上 几乎 处 
处 《> 了 PQ)， 还 假设 IC)| 志 g90), 其 中 g 在 R 上 Lebesgue 可 积 ， 证 
明 廊 一 大 在 D 中 )， 其 中 fi, f 是 由 所 , F 生成 的 正则 分 布 ， 提示: 应 用 
Lebesgue 的 控制 收敛 定理 (参看 Rudin 的 书 )、 

5. 当 四 < 过 时 ,定义 政 (一 这 , 当 | 引 > 寺 时 ,定义 加 () 一 0， 证 明 
由 (8%) 生成 的 正则 分 布 序列 (到 ) 收 敛 于 5- 分 布 . 

6. 设 Fi() 二 (1/m)'e**， 做 第 5 题 。 义 证 明 对 于 每 个 ZE fi(%) = 
z(0) 上 0 三)， 

7. 设 到 人 为 例 19 的 形式 ,做 第 5 题 ， 对 于 =1，3, 6, 画 出 甩 .(t) 的 
略图 ， 
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S1 收敛 性 与 完备 性 

本 章 我 们 主要 讨论 赋 荡 线性 空间 ， 线 性 空间 已 经 在 第 三 章 中 
定义 了 ， 以 后 如 果 没 有 特别 说 明 , 总 假定 它 是 复线 性 空间 , 即 标量 
乘 数 是 复数 ， 线 性 空间 互 上 的 范 数 | 也 在 该 章 中 定义 了 ， 而 赋 
范 线 性 空间 就 是 对 (对 ,1:1 )， 概 括 地 说 : 

赋 范 线性 空间 赋 范 线性 空间 ( 开 ，| | ) 是 复 ( 或 实 ) 线 天 ) 线性 空 
间 革 和 范 数 1 上 于 一 下 满足 : |zi 0 仅 当 2=0, AVI 一 | 
和 lz+y|< lzl + lyl. 

注意 | 中 =0 和 jzl 关 0 对 互 中 的 一 切 z 成 立 ， 有 了 时 用 到 比 
赋 范 线性 空间 稍 广 的 概念 , 这 就 是 p 赋 范 空间 , 在 此 空间 中 ,绝对 
齐 次 性 稍 有 改变 ， 以 后 我 们 经 常 把 “ 赋 范 线性 空间 简称 为 “ 赋 邢 
空间 . 

0- 赋 范 空间 设 祥 是 线性 空间 s 间 , |"|: 卫 一 R 且 p>>0， 那 么 ， 
(了 ,1, 力 是 p - 同 范 窑 间 当 且 仅 当 (i)iz1 一 0 仅 当 = 0,(ii)! Nv! 

一 | 和 | 对 zl Gi lotyl< lzi + iyl. 

2- 范 数 必 是 非 负 的 ， 为 方便 起 见 ,我 们 对 于 wp- 范 数 和 1- 范 数 
即 范 数 用 同样 记号 表示 . 这样 做 并 不 会 引起 混乱 , 因为 以 后 我 们 
将 明确 地 说 明 用 的 是 哪 种 范 数 ， 

在 上 面 的 定义 中 ， 如 果 我 们 保留 (让 和 (i 二 ) 而 抛弃 (i)， 那 
么 我 们 就 得 到 p- 半 赋 范 空间 于 是 1- 半 赋 范 空间 就 称 为 半 赋 范 

例 1 设 4<2<1， 那么 ,第 二 童 中 的 加 空间 是 p- 赋 范 空间 ， 
其 中 wp- 范 数 : 
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上 [= 之 |z ”CE 四. 
目 然 , 当 2= 工 时 ,jz 是 到 的 范 数 ， 
下 一 定理 表明 ,2- 人 二 全 多 六 旦 的 度 生 空间 ， 
Iz| =ad(%, O). 月 其 这 一 妥 不 真 
证 明 第 一 部 分 是 显然 的 ， 现 说 明 第 二 部 分 ， 如 果 (X, qd) 
是 线性 空间 而 且 是 度量 空间 , 我 们 记 9g (2) =d(z, 0), 那么 9 一般 
不 是 汇 数 .例如 , 取 革 =ip), 其 中 pr= 太 ,并且 
dw, Y) = | wr — Yr . 
我 们 由 前 一 章 知 道 ,1(p) 是 线性 度量 空间 ， 现在 9 不 是 绝对 齐 次 
的 , 例如, 如果 2= (0, 二 0 0,…) EL(p) ,那么 g(2z) <<2g(z). 所 
以 g 不 是 并 数 .同样 可 证 ,对 任何 固定 9?>0, 9 不 是 9- 范 数 . 
在 第 二 章 中 给 出 的 几乎 所 有 度量 空间 的 例 都 是 “自然 赋 范 空 
间 . 一 旦 引入 线性 结构 , 令 jzj 一 4d(z,9) 就 得 到 赋 范 线性 空间 .这 
并 不 是 对 所 有 的 例 都 适合 , 如 s, 1p) (一 般 的 ) 和 工 碘 是 例外 . 
如 有 条 索 在 第 三 章 那 样 定义 代数 运算 加 法 和 标量 飞 法 ,那么 ,一 
些 明 显 的 例子 是 
iz 一 sup|zn| 在 c 和 刀 中， 
Izi=max|z,| 在 o 中 ， 
jz 一 max|z( 如 | 在 Cf0, 刁 中 ， 
jz| = (imr|”)Y? 在 加 2 关 巧 中 ， 
12=max|z(t)| 在 C(K) 中 , K 是 紧 致 的 ， 
在 赋 范 空间 中 , 只 要 用 到 拓扑 概念 ,我们 总 认为 所 讨论 的 拓扑 是 由 
范 数 产生 的 度量 拓扑 ， 例 如 S(9, 1) 是 单位 球 
{zladlw, 0) <1}={%||z| <1}. 
赋 范 空间 最 重要 的 类 型 也 许 要 算 完 备 赋 范 空间 (作为 度量 空 
闻 )。 为 了 纪念 Banach, 我 们 把 这 样 的 空间 称 为 
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Banaoh 空间 Banaoh 空间 X 是 完备 赋 范 空间 . 完备 性 指 
的 是 ， 如 果 |zm 一 zn| 一 0(m，n-> oo)， 这 里 2€ 卫 ， 那么 存在 
ZE ,使 得 jv 一 Z|1 王 0 (n->o00)， 

例 2 在 前 面 一 些 例 子 中 ,RR, CC 1 (p>1), c, co0 和 OLa, oj 
都 是 Banach 空间 ， 

然而 有 许多 结果 或 定义 ， 在 没有 假定 完备 性 的 情况 下 也 是 成 
立 的 ， 因 此 , 只 有 在 必要 的 时 候 我 们 才 用 到 完备 性 ， 

在 赋 范 空间 中 ， 可 以 用 自然 的 方式 定义 级 数 的 收敛 性 与 绝对 
收敛 性 . 

” 赋 范 空间 中 的 级 数 设 是 赋 范 空间 ， 我 们 称 级 数 


一 D3 Wn, tn 忆 EF 
着 二 了 


收敛 于 SG 全 ( 记 作 Zone=s)， 当 且 仅 当 
(gn) = (81, Vi wa, Wit Wat we, **') 
收敛 于 s 即 |s 一 引 一 0 (n>00)， 
级 数 x, 称 为 绝对 收敛 的 , 当 目 仅 当 莹 | zu| 天 ce， 
在 R 中 ,每 一 个 绝对 收敛 级 数 都 收 伍 这 依赖 于 中 的 完备 
性 ， 下 面 定理 给 出 Banach 空间 由 级 数 表示 的 特性 . 
定理 2 赋 范 空间 六 是 坎 提 的 ， 当 且 仅 当 每 一 个 绝对 收敛 级 
数 都 收 钱 . 
证 明 (i) 设 互 是 完备 的 且 > 。 绝对 收 全 那么 ,由 实 级 数 
的 一 般 收 敛 原则 ; 对 n>m, |ss 一 sm = wmti 十 … 十 wj 志 上 wmtz| 十 
… 二 上 ool 一 0 《myo0)， 因 此 (ss) 是 Cauchy 序列 ， 所 以 收敛 ， 即 
ws 收 合 . z 
(ii) 设 每 一 个 绝对 收敛 级 数 者 收敛， 如 果 (w,) 是 六 中 的 
Gauchy 序列 ,那么 ,我 们 可 以 找到 过 ns 过 … 使 得 
[om — Tn) <2™ k=1, 2,.), 
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因此 Sen, 一 ou|<c. 


由 我 们 的 假设 得 到 袜 (cw, 一 wm) 收敛 .把 上 面 最 后 这 个 级 数 展开 ， 
我 们 看 出 (zw 收敛 ， 因 此 Cauchy 序列 (zs) 有 一 个 收敛 的 子 序列 
(em) ,于 是 , 由 第 二 章 § 2 定理 2 知 ,整个 序列 (w%) 收敛， 因而 , 及 
是 完备 的 . 

注意 ,定理 2 的 证 明 没有 用 到 范 数 的 绝对 齐 次 性 ， 事 实 上 ,这 
个 结果 在 更 一 般 的 情况 下 ,用 任意 非 负 次 可 加 函数 9: 卫 > 来 代 
替 范 数 仍 成 立 ， 不 过 , 在 这 种 情况 下 极限 可 能 不 唯一 ， 

作为 定理 2 应 用 的 例 ,我 们 考虑 Lebesgue 积分 空间 I,[0, 1] 
的 完备 性 . 

空间 上 L,[0, 1],p<1 这 是 一 个 古典 的 Banach 空间 ,了 的 
元 素 是 函数 2, 它 使 |z|? 在 [0, 1] 上 Lebesgue 可 积 , 即 zcE 了 当 
目 仅 当 

| [2 |?dt< 00, 
在 L。 上 ,自然 的 半 范 数 是 
ol=([ ls) nae) 


这 不 是 范 数 ， 因 为 由 |zl =0 只 能 得 出 (的 =0 在 [0, 上 几乎 处 
处 成 立 . 然而 , 假如 我 们 希望 从 Ls 空间 构造 赋 范 空间 , 可 以 象 第 二 
章 例 6 那样 来 考虑 等 价 类 ， 在 这 种 情况 下 , 三 角 不 等 式 |z 二 gj < 
Iz 十 jy 就 是 Lebesgue 积分 的 Minkowski 不 等 式 ， 
为 了 证 明 空 间 7 依 上 面 给 出 的 半 范 数 的 完备 性 , 我们 需要 用 
到 Lebesgue 积分 的 一 个 基本 定理 , 即 Lebesgue 单调 收敛 定理 ， 
下 面 我 们 叙述 这 个 定理 以 及 它 的 两 个 直接 推论 。， 证 明 可 以 从 W， 
Rudin 著 的 < 数学 分 析 原 理 > 中 找到 . : 
Lebesgue 单调 收 合 定 理 ”如 果 (z,) 是 [0, 1] 上 的 可 测 函 数 序 
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列 使 得 在 [0 1 上 0 入 oO 人 和 过 oo 坟 入 县 jin 人 一 2 起, 那么 
lim,| pa (tt = | p(t. 
推论 1 如 果 (zn) 是 [0, 吉 上 的 可 测 非 负 函数 序列 , 且 
z(t) -> Tn(t), 


1 er [1 
那么 | 20 dt = > rnt) dt, 


推论 2 (Fatou 引 理 ) 如果 (n) 是 [0, 1] 上 的 可 测 非 负 函 
数 序列 , 且 在 [0, 1] 上 z 人 =liminfozo(G) ,那么 


1 i 
| vA dt<lim inf| ga. 


现在 我 们 能 够 应 用 定理 2 去 证 明 Ly 是 完备 空间 . 取 任 何 绝对 
收敛 级 数 vy, 这 里 ET (= 二 2 …). 下 面 我 们 要 证 明 存 
在 sSE.Zr 使 得 s= 之 ix( 这 里 收敛 性 指 依 7 的 半 范 数 收敛 )。 由 假 
设 知 jzxx| < 之 oc, 因此 ,存在 入 使 得 


> ol<e (> 人 )， 
由 Hilder 不 等 式 (积分 形式 ) 
[aD lar<tenl (11) -la 
由 上 面 推论 二 得 
| zimDI4=z| mlwsziol<o 
由 此 可 得 ,在 [0, 吉 上 加 |zs() | 二 oo 几乎 处 处 成 立 ， 因 为 如 果 在 
正 测度 集 上 呈 |zmw( 人 | 一 00, 那么 | 对 [zm(1) dt 一 o0, 这 与 上 面 得 到 
的 式 子 矛 盾 ， 因 此 , Zoue(i) 几 乎 处 处 收敛 , 即 存在 s(t) ,使 
lim, > w(t) =s(t) 
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上 几乎 处 处 成 立 ， 现 取 mm> WwW ,那么 ,由 推论 2 
:> -| s(t) -> ai a 


| 和 锭 1 
= |lim, S(t) — > wrlt) at 
| 1 1 


< lim int， | 


| > wrt) gt 
i 十 1 


得 ja | 
所 以 -> | < lim inf, ( > | ox 站 < 3?， 


这 意味 痢 / > >s, 
收敛 性 是 指 依 空间 五 的 半 范 数 收敛 ， 最 后 ,我 们 得 到 , 对 和 > N， 
ls|<) s— So + Sanl et Sal <o, 


因此 s€ L。， 因 而 上 是 完备 空间 . 

在 Fourier 级 数理 论 中 , 上 述 结果 当 w=2 的 情况 是 重要 的 ， 
它 与 Riesz-Fischer 定理 有 关系 ， 关 于 这 方面 的 内 容 将 在 后 面 讨 
论 Hilbert 空间 的 第 六 章 中 详细 论述 . | 

假如 已 给 一 个 赋 范 空间 互 , 总 可 以 由 它 构造 出 另外 的 赋 范 空 
间 , 这 些 空间 叫做 

赋 范 商 空 间 ” 设 之 是 赋 范 空间 , 及 是 站 的 闭 子 空间 . 定义 
m=%a(mod M) 为 轨 一 四 EN， 那么 ,“= ”确定 了 一 个 等 价 关系 
与 子 模 用 的 商 空 间 了 /A 必 ,这 个 商 空间 是 所 有 等 价 类 如 ,的 集合 ， 
在 他 /以 上 的 范 数 由 

|B.| =inf{lyl |y € B,} (1) 

来 定义 


第 三 章 曾 指出 ， 在 Est Ey= Bzry, Ms= Es 这 样 的 规定 下 ， 
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于 /MM 是 线性 空间 ， 现在 我 们 验证 (1 是 卫 /M 上 的 范 数 ， 作为 
范例 ,我们 证 明 当 | B=0 时 有 如 = 以 , 即时/WH 中 的 零 , 而 且 还 
验证 三 角 不 等 式 . : 

设 | 召 | =0, 那么 ,存在 序列 (2,) EB 使 得 2%4,>98， 因 为 用 是 
闭 的 , 显然 五 也 是 闭 的 ,所 以 96€ B, 于 是 B= Eo=MM. z 

设 恕 , 是 五/MM 的 元 .由 (DD, 任 给 8>0, 存 在 w€ 8, yEF 
使 得 

[ol < BE|+e, 可 < 有 +e， 

于 是 lz+yl<izl tlyl<lBI+iFIl+2s. / 
但 wyE 召 十 了 ,所 以 上 B+FI<1wz+yl.， 由 的 任意 性 ， 于 是 有 
[E+F|l<IBi+|Al. 

如 果 蕊 是 Banaoh 空间 ， 那 么 ， 赋 范 商 空间 了 /以 也 是 
Banach 空间 . 
定理 3 如 果 对 是 Banach 空间 ,A 几 是 XX 的 闭 子 空间 , 那么 
及/M 也 是 Banaoh 空间 , 范 数 的 规定 如 上 . 

证 明 我 们 将 用 定理 2 并 证 明 如 果 | 如 (%)|‖ < 过 eo， 那 么 
BCE) 也 收 化， 这 里 BE) EX/MM (=1,，2,…), 由 | 上 如 (WE) 的 
定义 知道 ,存在 mx€ 召 (%) 使 得 

gx) < BO +2™ (k=1, 2 ，…)， 
因此 ,zwj < 十 卫 | 吾 (的 | 天 ce 并 且 根 据 定理 2, 由 半 的 完备 性 
可 推出 Zw 收敛 , 比如 说 收敛 于 w, 即 w=xz， 设 Zs 是 含有 这 
个 z 的 等 价 类 ,那么 ,我 们 将 证 明 8k) = Bz, 即 


Sn 一 > 五 (1 一 > 五 。 (一 >co) 
天 二 


因为 8§,— Es= B11)+…+ En)— Er 
一 Es, 二 + By,— Br= Bs,t..44n 7. 
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由 (1) 及 之 Zs 二 ,有 


|s 一 五 中 委 j zi 十 … 十 oo 一 2 一 0 (n>00), 


因此 ,在 六 /用 中 每 一 个 绝对 收敛 级 数 都 收敛, 即 X/M 是 完备 
的 ， 这 就 证 明了 定理 ， 


习 题 1 
I. 在 赋 范 商 空间 中 , 证 明 当 履 是 闭 的 , 每 一 等 价 类 Bs 也 是 闭 的 . 并 
证 明和 如 | 一 ji 妥 上 过 | 的 定义 由 8 给 出 . 
3. 在 a 中公 由 是 所 有 序列 X= (wi 


"> Tn 0, 0, …) 的 集合 ， 这 些 序 
列 中 的 非 零 项 数目 只 有 有 限 个 . 


证 明 收 是 i 的 非 闭 的 线性 子 空间 .提示 : 
考虑 ML 中 的 序列 x1= (1, 0, 0,…)， mo 一 (1 二 ， 0, 0 …), m=-( 1 1 


二 0, U， 机 
3. 在 赋 范 空间 中 ， 证 朋 
Ci) lz—-yl> 1lzl -lyll, 
〈) 如 果 ma 一 2 那么 jza| 一 |z|， 


Qiii) 如 果 和 Ma- 一 入 Ha->H 在 C 避 中) 且 Zn 一 727， 一作 那么 ， 和 ozn 十 Rntn 一 
AT + Mey, 


(iv) 如 果 zn 一 2, 那么 zw/|za| 二 zx/|si, 这 里 要 求 上 zx, 站 0， jz 0. 
4. 设 是 Banach 空间 , 并 假定 赋 范 空间 了 与 X 是 等 距 的 .证明 了 
是 Banach 空间 ， 


“5, 证 明 1s(0<p< 了 是 完备 p- 赋 范 空 间 . 
6. 设 8 表示 [0, 1] 上 所 有 实 连续 函数 “=z( 力 的 集合 证明 


le 人 (oo 
是 8$ 上 的 范 数 ,但 8 在 这 种 荡 数 下 不 完备 ， 提 示 : 考虑 在 | 0, 志 | 上 ,zn 
= 了 在 | 去- ( 云 ) ,1 上 sb 一 0, 由 点 (也 ;1 到 点 ( 豆 +( 豆 ) ，0 ) 画 
7， 在 冉 沁 空间 中 ， 证 明 旭 时 之 0n 收 伊 ， 则 [DEE 
8. 设 卫 (zo 一 xnty) 在 赋 范 空间 中 绝对 收 化 ， 问 (zw) 是 Cauchy 序列 吗 ? 


。 了 ， 


(zn) 收敛 吗 ? 
9. 设 =(1, 0, 0 人 一 (0 1, 0; 1), 03=(0, 0, 4, 0, 17), ee 
证 明 
2 Elegy 
在 o 中 收敛 , 但 不 绝对 收 伍 ， 并 求 这 个 级 数 的 和 
10. M 是 赋 范 空间 的 一 个 子 空间 ， 证 明 j 的 闭 包 到 是 闭 子 空间 . 
11. 设 8 是 赋 范 空间 了 的 一 个 稠密 子 集 , 证明 XX 的 每 个 元 素 可 以 写 
为 一 个 绝对 收敛 级 数 的 和 , 而 这 个 级 数 的 项 是 属于 8 的 . 
”12. 对 任意 p>0, ws 是 满足 下 述 条 件 的 所 有 序列 = (zu) 的 集合 ， 这 条 
件 是 存在 一 个 数 使 得 


L$,—1|?->0 (> co ) 
?8 k=1 


证 明 ; 如 果 zew。 那么 ! 是 唯一 的 .并 证 明 在 通常 的 运算 Xe = (en)， 
(wi) 十 (Yr) = 二 《ww 十 yr) 下 Wp 是 线性 空间 ， 

规定 lel=sups(n Del?) G<p<e)， 

[zl =supa 1 > jz (0<p<1). 

证 明 当 p> 工 时 ,jz 是 范 数 ; 当 0<p< 工 时 ，lzl 是 六 范 数 ， 并 证 明 当 p>1 
时 ,ws 是 Banach 空间 ; 当 0<2p< 1 时 ,wp 是 完备 的 2- 赋 范 空 间 . 

对 ws 空间 的 一 些 性 质 我 们 将 在 第 七 章 作 进一步 的 探讨 . 

13. 设 了 二 10} 是 赋 范 空间 ， 证 明 卫 是 Banach 空间 的 充 要 条 件 是 集 
合 区 EXIlsD=4} 是 完备 的 . 


$2 线性 算 子 和 线性 泛 医 

在 分 析 的 许多 问题 中 , 我 们 发 现 , 需要 考虑 在 某 线性 空间 上 的 
线性 算 子 , 它 在 另 一 线性 空间 《可 能 是 同一 空间 ) 中 到 值 ， 例 如 ,在 
积分 方程 论 中 ,出 现 由 

(Aw) (s) -| Ge t w(t dt 

定义 的 这 类 算 子 4， 在 这 个 方程 中 ,我 们 把 ws, 检 看 作 [0, 1] x 
[0, 了 上 已 知 的 连续 函数 , 且 w() 在 [0,1] 上 连续 ,那么 ,显然 4z 
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是 sEF50, 匡 的 连续 函数 ,所 以 
A:C[0, 11 =>0T70, 1]. : 
因为 函数 4 作用 在 每 一 z 上 ,使 它 成 为 男 一 连续 函数 , 我 们 有理 
由 称 4 为 算 子 , 这 正 是 泛 函 分 析 中 通常 的 说 法 ， 由 积分 的 “线性 ” 
性 质 ,我 们 看 到 4 在 : 
AQw+ ny) =AA(s) + pAly) 
的 意义 上 是 线性 算 子 , 这 里 A 为 标量 ,函数 w yE CL0, 1]. 

在 本 章 和 后 面 各 章 我 们 将 研究 许多 特殊 类 型 的 线性 算 子 .第 
七 章 专 讲 用 无 限 乍 阵 定义 的 线性 算 子 ， 目 前 讨论 一 些 一 般 定义 和 
性 质 . 

线性 算 子 ” 设 了 ， 了 是 线性 空间 ， 函 数 4: 卫 -> 了 称 为 线性 
算 子 (或 映射 ,变换 ) 当 且 仅 当 对 任意 的 wl, zo€ X 和 任意 标量 入 

A(Mvi+ Hra) = AA(L) + uA (va). (2) 

线性 泛 函 ”如 果 4:X 一 0 是 线性 算 于 ,那么 4 称 为 上 的 
线性 泛 函 , 即 线性 泛 函 是 复 值 线性 算 子 . 

算 子 的 核 算 子 4 的 核定 义 为 

Ker(A)= {rE XIA(Y) = 个 . 

线性 算 子 的 核 显 然 是 克 的 子 空间 . 

注意 ”我们 通常 假定 到 是 复线 性 空间 ， 如果 是 实 线性 空 
间 ,那么 线性 泛 函 定义 为 了 上 的 实 值 线性 算 子 . 

例 8 (i) 设 T 是 0 上 所 有 整 函 数组 成 的 空间 ,那么 , 由 
4(f) = 六 定义 的 微分 算 子 4:I->I 是 了 到 自身 中 的 线性 算 子 . 算 
子 的 线性 性 质 是 大 家 熟悉 的 ,但 /是 一 个 整 函数 并 不 显然 ， 这 个 
结论 是 从 复 变 量 中 关于 在 一 个 区 域 上 解析 的 函数 无 限 可 微 这 个 著 
名 的 定理 得 到 的 ( 见 Ahlfors 4 复 分 析 》). 

(iy 如 果 c 是 由 收 全 序列 z= (os) 组 成 的 空间 ， 那 么 
A(w) =limzn 是 e 上 的 线性 泛 函 。 另 一 个 e 上 线性 泛 函 的 例子 是 
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B: (一 已 ,出 
B(x) = Snr, 

给 出 ， 对 c 中 每 一 x, 该 级 数 是 绝对 收 化 的 

(iii) 一 般 线性 算 子 4: 了 ->Y 具有 性 质 4(0) -9, 这 只 要 在 
(3) 中 令 和 =/=0 就 显然 了 . 我 们 通常 不 区 别 在 XX 和 在 了 中 的 
零 , 这 不 致 引起 混乱 . 

在 赋 范 空间 上 的 线性 连续 算 子 是 特别 重要 的 ， 连 续 性 要 理解 
为 由 范 数 给 出 的 度量 连续 性 ， 因 而 , 4: 和 -> 在 zo€ 且 连续 是 
指 ; 对 任意 >0, 存在 6(zo, 6), 只 要 jz 一 zol <8 总 有 |4(o) 一 
”A(wo)| 过 se。 这 里 和 以 后 我 们 通常 不 费 精 神 去 分 清 也 和 了 的 范 
数 . 

赋 范 空间 上 的 另 一 类 算 子 是 有 界线 性 算 子 ， 它 们 实际 上 与 连 
续 线性 算 子 是 一 回 事 . 

有 界线 性 算 子 ”线性 算 子 4: -> 了 称 为 有 界 的 ， 当 且 仅 当 
存在 常数 型 , 使 得 对 所 有 的 ZE 六， 

[4A(w) | < MI. 

我 们 应 当 注 意 上 述 这 个 有 界 性 定义 不 同 于 普通 复 函 数 有 界 性 
的 定义 ， 对 某 一 集 上 所 有 的 z，|f(z) |< 履 ， 还 要 注意 在 卫 上 有 
界 的 泛 函 潢 足 |f(w) | 声 Mw) ,对 所 有 的 zx€E 六 . 

例 4 例 3( 二 ) 的 算 子 4 和 B 在 c 上 是 有 界线 性 泛 函 ， 因 
为 jzl =suplz|， 所 以 对 所 有 的 mw lz 和 lzl， 于 是 在 c 上 ， 
14(o)|1=lmjzaj 委 lzl， 另外 ， 

Bo) | <En’ lonl < Elol. 

现在 我 们 给 出 连续 线性 算 子 的 一 些 性 质 . 

定理 4 设 开 ,天 是 赋 范 空间 , 日 4: 工 -> 了 是 线性 算 子 , 则 

(i) 由 4 在 原点 连续 可 推出 4 在 卫 上 一 致 连续 . 
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(i ) 4 在 互 上 是 连续 的 当 且 仅 当 它 是 有 办 的 . 
证 明 (i) 由 假设 可 知 ， 当 jz| <5 时 有 |4(c)|<s， 因此 ， 
如 果 jw 一 y| 过 6, 那么 , 由 4 的 线性 性 质 ， 
|A(w—) |=|A(2) —A(y) | <s. 
( 症 ) 首先 设 4 有 界 : 在 对 上 ,14(z)|<< 有 zl， 如 果 |z 一 纠 
< 之 /以 ,那么 
上 14) 一 4 中 = 4 一 切 | 委 到 lz 一 y| <e. 
因此 4 一 致 连续 ， 
现在 假设 4 在 了 上 连续 ， 那 么 它 在 9 连续， 于 是 存在 6= 
6(D), 当 jwji<6 时 有 14(z)|<1， 任 取 x 到 0, 那么 


[| 
所 以 | 4 )|<1, 14C2)1<Flol. 


如 果 z=9, 则 |4(w)|=0， 所 以 在 上 ,14(w)|<28-!|w|, 即 4 
有 界 . 

对 于 半 范 数 , 有 类 似 于 定理 4(i) 的 结果 ， 

定理 5 设 是 和 上 的 半 范 数 , 则 2 在 和 上 是 连续 的 当 且 仅 
当 它 在 原点 是 连续 的 ， 这 还 等 价 于 Pp 的 有 办 性, 即 在 子 上 对 某 个 

M, p(w) <Mlal. : 

证 明 “如果 在 卫 上 连续 ,那么 它 当 然 在 原点 连续 ， 反 之 ,如 
果 w 在 原点 连续 ， 那 么 ， 我 们 用 定理 4(ii) 的 论证 ,证 得 在 他 上 
p(w) 过 26- 加 zj， 又 因 |pCz) 一 p()|<pCw 一 臣 , 所 以 Pp 确实 在 了 
上 一 致 连续 . / 

我 们 现在 知道 ， 在 赋 范 空间 上 的 连续 线性 算 子 与 有 界线 性 算 
子 是 一 回 事 ， 描 述 连 续 线性 泛 函 的 另 一 种 方法 是 考虑 它 的 核 。 

定理 6 设 4: 全 一 C 是 线性 的 ， 则 4 是 连续 的 当 且 仅 当 
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Kerk4) 是 闵 的 ， 

证 明 (i) 设 4 连续 ,那么 , 因为 Ker(4)=4”({0}), 它 
是 闭 集 {0} 的 道 象 ,所 以 我 们 得 到 Ker(4) 是 闭 的 . 

另 一 种 证 明 方法 是 设 xzE Ker(4), 那么 ,存在 (zw) € Ker(4) 
使 得 zw~>z， 因 为 4 连续 且 4(on) =0, 所 以 ，4 (2) =0， 即 
2zEKer(4) ,因此 Ker(4) 是 闭 的 . 

-我 们 注意 , 如果 C 由 任意 赋 范 空间 了 来 代替 , 上 面 的 论证 可 
同样 进行 . | 

(六) 现 设 Ker(4) 是 闭 集 ， 如果 4=0, 那 么 4 连续 ， 如 果 
4 才 0, 那 么 ~Ker(4) 是 非 空 开 集 . 于 是 ,在 ~Ker(4) 内 存在 4 使 
得 4(a) 关 0. 因此 4(8) 一 1, 这 里 5 一/4(a) € ~Ker(4A)， 因 而 
存在 请 (0, 7)C~Ker(A). 

我 们 马上 要 证 明 
S(O, riCV={v| A(z) | <1}. (3) 
从 这 可 推 得 当 |z| <r 时 |4(o)|1<1, 因此 由 定理 4Gi) 的 论证 , 我 
们 得 到 在 也 上 |4(o)j 入 2r-:lzj, 即 4 在 邓 上 连续 . 

为 了 证 明 (3) , 取 zcES(b, 7) 并 假定 w 竺 灰 ,那么 

y=—w/A(W ES(O, r) 和 AG+Y) =1+A(y) =0. 

而 且 , 因 为 Jy 过 7, 所 以 5+yES(5, 7)， 结 合 这 两 个 结果 我 们 得 
到 6 二 yEKer(4) 与 6 十 YES (5b, 7) ,这 意味 着 

Ker(A)NSGO, 7) #0. 
但 这 与 SG 7) CC~Ker(4) 的 事实 巴 盾 。 因 此 xE SY, 7) 纺 润 
2E 太 ,这 就 证 明了 (3) ,因而 定理 得 到 证 明 ( 见 (3) 后 面 的 说 明 )， 

在 继续 讨论 之 前 ,我 们 先 规定 某 些 术语 和 记号 . 

也 (站 了 ) 设 卫 ,了 是 线性 空间 ,那么 L( 人 XX, 了) 表示 了 茸 到 
7 中 的 所 有 线性 算 子 的 集合 . : 

X+ 这 是 L( 卫 , 0), 即 了 上 所 有 线性 泛 函 的 集合 . 通常 称 
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和 + 为 也 的 代数 对 偶 . 

B(X, 了) 设 下 ,了 是 赋 范 空间 ,那么 B( 且 , 了) 表示 由 子 
到 了 中 的 所 有 有 界 ( 即 连续 ) 线性 算 子 的 集合 . 

大 5 这 是 BCX, 0)， 即 了 上 所 有 有 界线 性 泛 函 的 集合 . 我 
们 称 瑟 * 为 卫 的 对 偶 (或 连续 对 偶 ) . 

对 任何 赋 范 空间 卫 , 了 ,显然 有 

B(X, Y)CL(X, Y). 

在 一 般 情况 下 , 包含 是 严格 的 , 如 下 例 所 示 . 

例 5 乏 *C 和 + 是 严格 包含 的 ,此 处 全 =, 具有 的 范 数 ， 
这 只 要 考虑 关系 式 
f(z)=Er (zzED) 
就 可 得 到 证 明 ， 显 然 f:->0 且 在 站 上 是 线性 的 ， 然 而 了 是 
无 界 的 ， 因 为 ,假定 有 界 ,那么 , 就 存在 一 个 整数 入 , 使 得 对 
中 所 有 的 w, |f (zw) |<NIzl, 设 yEL 是 由 

yx=1 (1<k<N+1), Y=0 (kK>N+1) 

来 定义 的 ， 那 么 , |y| =suply| =1，f(y) = 入 +1， 而 由 我 们 的 假 
定 得 YL<N, 这 是 矛盾 的 ,因此 无界. 

我 们 可 能 注意 到 例 5 中 的 赋 范 空间 卫 是 无 限 维 的 ， 对 有 限 
维 空间 来 说 则 了 "= 卫 1 总 成 立 , 即 在 了 上 每 个 线性 泛 函 必然 连 
续 ( 见 习题 2 第 10 题 ). 

十 面 定义 的 集合 (XX, 了 ) 和 B( 子 , 了) 是 函数 ( 算 子 ) 的 集 
合 ,这些 函数 的 值 属 于 线性 空间 了 .因此 ,很 自然 要 使 这 些 集合 成 
为 线性 空间 , 这 只 要 用 / 

(AA+1B)(%) =AA (2) + uwB(%) 
来 定义 A4+1B， 其 中 4，BEL(X, 了 )， 显 然 ,， 4+ABE 
L( 久 ,了 )， 因 此 L(X,Y) 是 一 线性 空间 。 而 且 ， 容易 证 明 
B( 了 ,了 ) 是 L( 邓 ,了 ) 的 线性 子 空间 . 
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为 了 使 8( 且 ,了 7) 成 为 赋 范 空间 ， 我 们 必须 引进 元 素 
AE B(, 了 ) 的 范 数 . 
有 界 算 子 的 范 数 设 4EB( 了 ,了 ), 那么 4 的 范 数 定义 为 


| Al =sup A | 


zxe6 | 
从 下 面 事实 
[A4(w I<MIz| 当 AE€ BX, Y) 

看 到 , 上 确 界 是 有 限 的 ， 

现在 我 们 证 明 |4| 确 实 是 B4S ， 了 ) 上 的 范 数 ， 水 证 明 不 论 避 
是 否 为 Banach 空间 ,只 要 了 是 Banacoh 空间 ,那么 B( 芭 了) 也 
是 Banach 空间 . 

定理 7 (i) 设 和 ,了 是 赋 范 空间 , B(, 了 ) 是 自卫 到 了 
中 的 所 有 有 界线 性 算 子 构成 的 线性 空间 ， 那 么 B(X, 了 ) 是 赋 范 
空间 ,具有 
[A|=sup{lA(z) | /Nzl iz#0}; AE BI(X, Y). 

(六 ) 如 果 Y 是 Banach 2 空间 , 那么 么 B(X,Y) i 

空间 , 它 的 范 数 如 (iD) 中 说 的 . 
证 明 〈i) 假如 41, 4s€ B(X, 了) ,那么 对 一 切 YEX， 
[AiCo) < lAllzl 和 lAs(2)l<|Asl lzl. 

因此 ,对 一 切 vE 王 ， : 

| (Ai+ As) (2)| =|A1(%) + As(2) < (Ail+ | 4a) zl, 
从 而 推出 |41 十 4s| 志 41| 十 44s .显然 | 和 41 = | 入 i144， 剩 下 要 
证 明 当 |41|=0 时 ，4=0。 事实 上 ， 当 |41=0 时 ， 从 |4(o)1 
1 4g| 立 即 得 到 ; 在 卫 上 4(2) -9, 即 4=6. 

( 主 ) 设 (4) 是 BL(X, 了 ) 中 的 Uauchy 上 序列 ,那么 ， 对 每 一 
we 


+ 


1A,2) — Ant) EA Anl: lel—>0 (nn, m—>00), 
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所 以 (4,(%)) 是 了 中 的 Cauohy 序列 ,因此 lim,4,《z) 存 在 , 记 为 

4(w), 即 Hm。A4。lz) -六 CC) ， 现 在 我 们 要 证 明 4E B(, 了 )， 以 

及 依 B( 有 ,了 ) 的 范 数 4s>4. 因为 4 是 线性 的 ,我 们 有 4w(Mz 十 

Hz = 入 4) 十 4 ， 所 以 当 ?一 ce 时 ， 得 到 4 上 How ) = 

A4(%) 十 A(w), 于 是 , 4EL(X, 了 )。 又 和 4 是 有 界 的 ， 这 是 因为 
14(G)1 =lml A Co) | <(ol+ 1 Awl lzl, 

这 里 六 = 六 (也 来 自 关 于 (4 的 ,Canehy 条 件 ， 

现在 , 对 每 一 z€ 肝 及 所 有 的 n, m 之 NN (e) ,| 上 4,(2) 一 Am(w) | 

<slw|， 让 m->oo 我 们 得 到 
~ 14,(2) — A |< slsl, 
所 以 ， 对 所 有 的 n 宇 入 (es), 14, 一 4|<e, 因而 , 依 B( 了 ,了 ) 的 范 
数 4,->4. 
推论 ” 赋 范 空间 总 的 对 偶 芋 ” 必 为 Banach 空间 , 它 的 范 数 
If|=sup{lf (2) |/lzl zz#). 

证 明 ”在 定理 7 中 令 了 =0, 并 且 回想 一 下 CO 依 模 范 数 是 完 
备 空间 ， 

从 一 般 观点 来 说 , 我 们 想 要 知道 的 关于 B( 肝 , 了 ) 和 "的 大 
部 分 内 容 , 定理 7 和 它 的 推论 已 经 告诉 了 我 们 ， 然 而 ,如果 给 出 赋 
范 空间 了 的 具体 形式 ,比如 。 和 或 CL0, 二 ,那么 , 我 们 特别 感 
兴趣 的 是 给 出 对 侦 空 间 且 * 的 明显 特征 ,这 并 不 都 是 容易 办 到 的 . 
实际 上 ,就 我 们 所 掌握 的 理论 来 说 , 在 上 面 举 出 的 例子 中 , 我 们 只 
能 完全 解决 关于 e 的 对 偶 问 题 ， 为 了 表示 i 的 对 偶 空间 的 特征 ， 
我 们 需要 知道 一 些 测 度 理论 ( 见 122 页 所 附 的 对 偶 空 间 表 后 的 说 
明 )，C[0, 局 的 对 偶 空间 将 在 我 们 证 明 Hahn-Banach 扩张 定理 
后 再 讨论 ( 见 下 面 8 5)， 

在 描述 c* 的 特征 之 前 ,我 们 引进 等 价 赋 范 空间 的 概念 ， 这 个 
概念 对 于 描述 一 般 的 对 偶 空间 的 特征 是 有 用 的 . 
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们 是 等 距 同 构 的 , 即 存在 一 个 线性 等 距 了 :及 -> 了 . 
注意 ”如果 也 是 线性 等 距 的 ,那么 在 系 上 | 人 T(z) 上 =1z|, 因 
为 了 (6) 一 9， 反之, 如 果 了 是 线性 的 , 和 且 在 上 IT (Cw)4= lzl， 
那么 
IT (2 —T))=IT GD)|=1z—yl. 

所 以 ,假如 了 是 满 射 的 , 那么 它 台 是 等 距 的 ， 因 而 入 和 了 等 价 ， 
当 且 仅 当 存在 一 个 保持 范 数 的 线性 满 射 :XX 一 了 ， 

显然 , 如果 入 ~ 上 表示 和 和 了 是 等 价 赋 范 空间 ,那么 ,~~ 是 
在 所 有 赋 范 空间 构成 的 族 上 的 一 个 等 价 关系 ， 所以, 从 赋 范 空间 
理论 的 观点 来 看 , 4 和 了 可 以 不 加 区 别 ， 因 此 , 当 站 ~ 了 ,我 们 
就 可 以 认为 耻 和 了 是 “等 同 ”的 ， 有 时 甚至 说 下 就 是 了 , 只 要 
记 住 我 们 指 的 是 什么 就 不 会 有 什么 害处 . 
现在 我 们 证 明 0* ~~， 按照 上 面 一 段 的 观点 , 我 们 说 c 的 对 
侦 是 性 ， / 

定理 8 (i) 如 果 fE0"， 那 么 存在 一 个 数 4 和 一 个 序列 (au) 
Eh 使 得 对 所 有 x€ 6， : 

f(2) 一 lm w+ 2 an On， (4) 
而 县 / 的 6- 范 数 是 
= lal+Z anl. 

反 过 来 , 如 果 给 出 4 和 (cs) Eh， 那么 ( 光 的 右 端 确定 cx 的 一 
个 元 . / 
(ii) 9 与 六 等 价 . 
证 明 《i) 道 的 部 分 是 显然 的 . 

假设 f€6", 我 们 从 第 三 章 知 道 ，(e6, 61, ea, …) 是 6 的 一 个 基 
底 ， 

4 一 1 十 之 (on 一 站 ea， 


.60 ， 


这 里 zz 一 (zuEo I~lim%,, 6= (1, 1, 1 6 一 (0 0 …)， 
…， 由 了 的 线性 和 连续 性 , 对 一 切 zEe, 有 
Fo) =lf(e) + Ee,—D)f en). (5) 
现 取 任意 Y 关 1 县 对 1<n<7, 仿 rn—Sgnfj(en)D, 对 n>7, 令 
zn 一 0， 那 么 2E€oo, |zj = 二 且 因 为 在 c 上 |f(2)|<fizl, 所 以 


9) |= Dy) <I. (6) 
由 (6) 得 到 If (en)|=supr 总 |f(ew)1<If|<o. 
我 们 现在 把 (5) 写成 
f (%) = ol Fan Tn, (2) 


这 里 gf(e) 一 了 fe,) ,Qn 一 《er)， 级 数 flen) 是 绝对 收敛 的 
因为 lim zw| <jw1, 由 (7) 我 人 有 
: If(2)|<(ol+E|o,d) |zl, z 
于 是 上 |<1e[+ 允 |as|， 另外 ,对 于 |s| -二 我 人 有 | (2) |<iAl 
所 以 我 们 定义 ; 对 任意 7 之 1 
一 Sgnan (Il<n<r), 
一 SgD C (n>7). 


那么 zEo, lz|=1 limzn=sgng, 所 以 


f= lol+t Dllt Bosene < 


因为 (ou El, 我 们 有 吝 。aw>0 (7->o0) ,因此 ,在 最 后 的 不 等 式 
中 , 令 7->o0, 我 们 得 到 

GEDMLAL I EE / 
结合 前 面 的 结果 , 我 们 得 到 | 站 = |a| 十 |as|， 这 就 证 明了 0). 


QD ”对 于 复数 z 我 们 定义 08 一 121/z (8 于 0) 和 sgn0= 二 1， 那 么 ， 对 所 有 的 2 我 
们 有 |sgng|==1 和 gsgnz=|e|, 
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显而易见 表示 式 (多 是 唯一 的 . 在 下 面部 分 (让 ) 中 要 用 到 此 唯 
es 

( 主 ) 设 人 :0e* 一 by 是 由 z 

7T(f)= (0, @1, ga, ***) 
来 定义 的 ， 这 里 w an 为 忆 的 表示 式 中 出 现 的 , 由 全 我 们 有 
171= e+|al 十 es 十 一 和 DT 是 玉 的 范 数 ， 从 
而 也 保持 范 数 不 变 ， 由 人 中 道 命题 部 分 知 了 满 射 ， 最 后 ， 显 见 
了 是 线性 的 ,例如 ,如果 JEe ,那么 
Tf) = a, My, = ou = 和) 用， 

“对 的 可 加 性 可 类 似 地 证 明 . 四 

下 面 我 们 列表 给 出 至 此 介绍 过 的 一 些 空间 的 对 偶 ， 并 在 表 后 
作 一 些 注释 . : 


空 。 闻 表示 式 范 数 对 偶 
6 G lim zy 十 Ya 1 十 之 | Gn | 1 
C0 之 nda 之 Cn 1 
to (0<pEl) TD ant, supn | 0 | lo 
ly (1<p< 00) 之 0g0x (Sloan | DY ta 
1 | sa Nanl A 
1 1 人 
cf[o0, 1] | zaoG | mg YC0, 1 


表 中 第 一 列表 示 空 间 , 它们 的 对 侦 空 间 是 要 求 的 ， 第 二 列 的 
表示 式 表 示 对 偶 空间 每 个 元 所 取 的 形式 ; % 是 空间 的 一 个 元 . 第 三 、 
列 给 出 有 界线 性 泛 函 的 范 数 ， 最 后 一 列表 示 “等同 ”空间 .例如 
o*~2, 所 以 e 的 对 偶 空 间 是 由 五 给 出 的 ， 

我 们 已 经 证 明 关于 。 的 结果 . 用 同样 的 方法 可 以 证 明 关于 


oo 7 的 结果 . 关于 了 p 和 g 之 间 有 关系 式 二 + 二 -1 这 里 要 
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注意 (0<p< 外 是 p- 赋 范 空间 而 不 是 赋 范 空间 , 关于 在 类 赋 
范 空间 中 算 子 范 数 的 定义 请 看 习题 2 的 第 3 题 ， 对 空间 C[0, 了 
要 在 证 明 Hahn-Banach 扩张 定理 (下 面 § 外 以 后 才 详 细 讨 论 . 


名 [0, 二 表示 在 [0, 11 上 有 界 变 差 函 数 空 间 的 菜 个 子 空间 . 
” ”如果 我 们 证 明 有 关 [的 论述 , 那 就 离 题 太 远 ， 实 际 上 它 的 对 
偶 NM 是 定义 在 正 整 数 集 入 的 子 集 上 的 有 界 有 限 可 加 集 函 数 (或 
测度 )w 的 空间 ， 注 意 ,序列 空间 1 的 对 偶 不 是 序列 空间 , 尽管 在 
空 闻 对 偶 表 上 其 他 序列 空间 的 对 偶 都 是 序列 空间 ， 这 是 因为 1 
没有 基底 ( 它 是 不 可 分 的 ), 而 另外 空间 却 有 基底 . 

我 们 用 一 些 有 点 几何 味 道 的 某 些 结果 来 结束 这 一 他 首先 我 
们 定义 

通过 原点 的 超 平面 、 设 和 是 线性 空间 ， 通 过 6 的 起 平面 五 
定义 为 子 的 极 大 真子 空间 ， 即 五 # 互 并 且 如 果 对 任意 子 的 子 
空间 用 有 CMC, 那么 性 = 瑟 或 性 -六 . 

超 平面 ” 超 平面 是 形 如 wo+ 五 的 集 ， 汶 里 瑟 是 通过 0 的 超 
平面 : 

不 恒 等 于 零 的 线性 泛 函 的 核 是 通过 9 的 超 平 面 . 

定理 9 《i ) 如 果 fEX1, f 才 0, 那 么 Ker (有 ) 是 一 超 平面 ， 

(ii) 如 果 fEX*, f 手 0, 那么 Ker (了 ) 是 闭 超 平面 . 

证 明 ”由 定理 6 知 , 当 了 EX* 时 Ker( 力 是 六 的 .因此 ,我 们 
只 要 证 明 (i)， 由 f 寺 0 知 Ker( 月 关 正 且 因 为 当 z, yE Ker( 几 时 
f(Oz 上 ho) ==0, 所 以 Ker( 用 是 了 的 子 空间 ,假设 Ker( 有 ) 忆 杉 
是 严格 包含 ， 这 里 开 是 子 的 子 空间 ,我 们 要 证 下 = 邓 ， 由 假设 


知 ,存在 


voE M~ Ker(f) 
使 得 (zo) 了 0 取 ZE 笃 并 令 
y=2—f (2) vo/f (0). 
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那么 f(y) 一 0, 因 此 yE Ker(f) cM. z 既然 是 M 的 元 素 的 线性 
组 合 , 它 应 在 M 中 ， 于 是 下 CM, 故 了 牙 = 必 ， 因 而 Ker(/) 是 超 
平面 / : 

推论 如 果 了 EX1, f 帮 0, 那么 {2|f (x) -ocx 是 固定 标量 ) 
是 一 超 平 面 . 

证 明 设 S= {2|f(%) 一 路 因 Jj 法 ， 存在 wi 使 得 fw1) 关 
0， 今 wo 一 az1/f (zw1) ,容易 验证 

S=Zwot Ker( f). 

因此 S 是 一 超 平面 ，， 
例 6 设 辣 =BR3,， f(z%)= 一 wi 十 za 十 X89， 这 里 = (41,， 9， 

xa) RI， 显然 是 BB( 这 里 看 作 三 维 Euelid 空间 ) 上 的 线性 泛 
” 函 , 并 且 因 为 对 所 有 z6E B3， 

: z fv) I<v 3 12l 
(事实 上 , 1fi=M3, 这 只 要 令 z= (1, 1, 就 可 看 出 ), 所 以 f 是 
连续 的 ， 由 定理 9, Ker( 力 是 BB 中 的 闭 超 平面 , 在 初等 几何 中 它 
就 是 通过 原点 的 “平面 习 十 za 十 Za 一 0， 

”在 三 维 空间 , 我 们 经 常 要 考虑 从 原点 到 平面 ( 它 是 用 线性 泛 函 
来 定义 的 ) 的 距离 ， 在 一 般 赋 范 空间 我 们 也 可 以 考虑 从 原点 到 超 
平面 的 距离 ， 并 且 发 现 事实 上 这 个 距离 与 确定 超 平 面 的 有 界线 性 
泛 函 的 范 数 有 密切 的 联系 . 

定理 如 设 在 马 * 中 / 才 0, 并 记 
1 ={z| jz) =1}. 
如 果 4 是 从 原点 到 超 平面 M 的 距离 ,那么 4 II 

”证明 由 距离 的 定义 有 d=inf{jz||f(w) =1}. 对 每 一 "GE 
有 |zj :|fi 宇 1 jz 之 11f1, 所 以 dfi. 

设 t>1 是 任意 的 .由 | 了 | 的 定义 ,存在 y 关 0 使 得 
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y 
因此 6/|f1>>1zl, 这 里 = 一 WO =1， 从 而 Kk/1f1>a, 又 


因 b 是 任意 的 ,有 1/1f| 之 4d， 结合 两 个 不 等 式 得 G= 了 /7 


习 题 2 


1. 设 ,了 是 赋 范 空间 且 4 EL(X, 了 )， 如 果 4 只 在 某 一 点 zo EX 
连续 ,证 明 4E B(X, 卫 . 
1 


2. 证明 ce~h 和 BE~h, 1<p<%， 二 + 志 


3. 设 卫 是 作 赋 范 空间 和 了 是 赋 范 空间 。 假设 4: X-> 了 在 开 上 是 
线性 的 .证 明 4 是 连续 的 当 且 仅 当 存在 一 常数 必 , 使 得 对 所 有 2 EX， 
AC < MelY?, : 
(因此 对 这 样 的 连续 线性 算 子 4 我 们 可 以 定义 eA4|=suap 掉 4 Co)| 上 zx? 
QF0}.) , 
4. 设 愉 是 赋 范 空间 且 M 是 一 闭 子 空 间 。 证 明 映 射 *>Bs 是 从 对 到 
商 空 间 X/M 上 的 线性 满 射 且 其 范 数 为 1. / 
5， 试 在 1 上 举 出 两 个 范 数 ,两 个 半 范 数 和 两 个 线性 泛 函 的 例子 . 
6. 设 Ce 有 “最 大 模范 数 ”, |zl =max{|zx| | 1<%<n}, mw 之 1 是 固定 的 ， 
假设 a= (al) 是 0* 中 给 定 的 点 .证 明 


f(x) = Za oh 


确定 了 (0")* 的 一 个 元 素 。 并 证明 Cr 中 闲 单位 球 的 象 是 01 中 的 闭 圆 盘 . 

7. 设 f:R>R 连续 而 且 可 加 ， 即 对 任意 ,YER, f(z+9) = 二 f(z2)++ 
f(y)， 证 明 f 必 为 f(x) =z 的 形式 , 其 中 入 为 BR 中 某 数 . 

8， 设 有 ,9 是 Xt 中 的 元 ,证 明 Ker(f) 一 Kerlg) 当 上 且 仅 当 存 在 入 #0 
使 得 在 X 上 f(x) =Xg(z). 

9. 设 X 是 赋 范 空间 , 8 是 极 大 闭 子 空间 ， 证 明 存 在 jE X* 使 得 
Ker( 了 ) =S. 提示 : 取 zk 和 ~ 证明 对 任 一 XEX, z 一 * 十 zxo 这 里 se 
和 是 某 一 标量 ， 那 么 我 们 得 到 一 个 映射 2-> 和 ,而 这 映射 具有 所 要 求 的 性 质 . 
10. 设 了 X 是 有 限 维 赋 范 空间 .证 明 X* 二 Xi。 下面 的 提示 也 许 是 有 者 
助 的 . 


=] 
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(1) 由 JEA 可 推 出 “= 六 AxrOr, 这 里 01， 机 2 小 是 一 Hamel 基 ， 
Gi) 由 了 EXt 可 推出 fo) 一 为 和 f(bw), 所 以 


| FD 1 < Mo (Sa ) 
Gii) 在 紧 致 集 玉 一 做 EO"| 访 2x1?=1} 上 了) 一 | 六 pps | 是 关于 


和 = Ai …， 和 ) 的 连续 函数 .因此 了 有 一 最 小 值 mm 之 0, 
(Civ) m>0, 否则 对 某 一 入 EK, 01 十 … 十 nbs 一 9. 
(Vv) 由 五 上 0<m< 了 TO%) 可 推出 


(Bm) <milel. 


根据 (ii), 在 和 上 |7(z) | <m-t14ws], 于 是 feX*. 
wa Ma 


S93 Banach-Steinhaus 定理 


Banaoh-Steinhaus 定理 (下面 定理 12) 是 赋 范 空间 理论 中 的 
一 个 基本 结果 ， 它 在 分 析 的 几 个 部 门 有 许多 多 样 化 的 应 用 , 其 中 
某 些 应 用 将 在 后 面 给 出 。 我 们 首先 建立 一 个 比 定理 12 更 一 般 的 
结果 . | / | 
定理 11 设 了 是 第 二 岗 p- 赋 范 空间 . 假设 也是 下 半 连 续 的 
半 范 数 9 的 族 , 它 满足 对 每 一 4€ 对 和 所 有 9€ 了 
qg(w)<M(s) < oo0, 
那么 存在 一 与 和 9 无 关 的 常数 必 , 使 得 对 所 有 的 zxE 交 与 所 有 
的 9€E 了 ,有 / 
q(w) < Mv?. 

”证 明 在 这 个 定理 中 我 们 用 |z| 表 示 于 中 的 wp- 范 数 .所 以 
ol =0 仅 当 z=0, Xz| = |Xj?hz| 和 |z+y|<1zl 十 |yl, 这 里 p> 
0. 现 记 dlw, 2) 一 lz 一 y|, 则 ( 子 , ) 是 一 度量 空间 ， 因 此 由 第 二 
章 定理 25, 存在 一 闭 球 S[a, 条 和 一 常数 五, 使 得 在 Sta, +] 上, 
»。126. 
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对 所 有 gE€ FF, g(w) <H. 
取 w€ 入 使 | 圳 >>0, 那么 
qd(s%)=q(s%+o—0) <q(sw+a) +q (0), 
这 里 s= (7/|s|)Y?， 因 为 a€ Sfa, +], 所 以 对 所 有 g€ 了 了，g (a) 
<< 甩 . 而 且 因 为 |svi =r， 所 以 ss+a€S[e, 7]， 因 而, 对 所 有 
gE FR, gq(sr) =89 (2%) 2 且 ， 从 而 对 于 9， 

: gw) <2H zl? rr , z (8) 
(8) 式 也 包括 了 x=9 的 情况 , 这 时 两 边 为 零 ， 记 M=2Hr-1, 
腕 得 所 要 证 的 结果 . / 

推论 设 肝 如 上 面 定理 所 述 , 且 假 设 (gq) 是 一 连续 半 范 数 序 
列 使 得 在 节 上 limwgw(z) 存 在 , 记 为 Y(c)， 即 

lim, gn (%) = 9 (%), : (9) 

那么 , 9 是 至 上 的 连续 半 范 数 ， 加 

证 明 显然 9 在 上 是 半 范 数 . 例如 ,于 gw 十 入 CC2) 十 
、gn(Y) 中 令 mn->00, 可 得 gw+) 二 gCw) 十 9(y)， 由 (9), 从 (gn(%2)) 
的 收敛 性 可 推出 它 的 有 界 性 ， 所 以 根据 定理 11, 对 所 有 的 与 
ZC 有 ,有 9。《%) 夺 Mlz|jY?， 因 此 qlw) 志 MlzlY?, 于 是 9 在 之 上 
下 面世 是 定理 11 的 推论 , 它 就 是 所 谓 Banach-Steinhaus 定 
理 . 

定理 12(Banach-Steinhaus) ”如 果 (4 是 由 Banach 空间 
成 到 赋 范 空间 了 中 的 有 界线 性 算 子 序列 ,并 且 在 全 上 

| lim sups| A, (2) | < 00, (10) 
那么 gupu| 4 天 ce, 即 范 数 的 序列 (4, 间 是 有 和 界 的 . 

证 明 ”Banach 空间 是 完备 赋 范 空间 , 所 以 是 第 二 网 1 赋 范 
空间 ， 对 每 一 %; 因 为 4,.EB( 有 ,了 ), 所 以 gz) = 上 4,(w) 趾 定义 
一 个 连续 半 范 数 9,。 因此 由 (10), 我 们 可 以 应 用 定理 并 得 到 对 


所 有 的 % 与 ZEX, gn,《z) 三 Mz|. 这 就 推出 对 所 有 的 7, 上 1 上 4s 
村 .证 毕 ， : 

推论 ”如 来 用 在 上 

lim, A (2) 一 本 (2 

存在 来 代替 定理 12 的 (10), 那么 4 是 由 了 到 了 中 的 有 界线 性 
3 : : 

证 明 证 明 方 法 与 定理 11 推论 类 似 , 从 略 . : 

我 们 注意 ， 定 理 12 和 它 的 推论 经 常 应 用 在 了 =C 或 BR 的 特 
丈 情 形 ,所 以 |4,(%)1 可 由 |4,(z) | 来 代替. 

下 面 我 们 给 出 上 面 推论 的 一 个 简单 应 用 . 

例 ? 如 果 对 每 一 ZE 级 数 Zax mx 收敛 ,那么 aE€1。. 

为 了 证 明 这 一 点 我 们 定义 


3 
fn\%) 之 Ty, 


显然 对 每 一 %n 上 式 是 hh 上 有 界线 性 泛 函 ， 由 假设 , 对 每 一 E41 

lim, f(z) = Sar wx 存在 ,比如 说 为 1(w), 即 : 
lim, f, (2) 一 之 Cj 以 一 0) . 

再 根据 推论 , |f (zw) | 科 于 jz = 天 之 | ， 现 令 wm 一 sgnan wx=0, 

当 4n， 于 是 (2)=|an|<M, n=1, 2 … 即 5E1. 

“下面 给 出 一 个 完全 初等 的 证 明 方 法 :假设 i。, 那么 可 以 找 
到 序列 入 过 ns 过 … 使 得 |as,| 祝 , = 2，…， 令 1 一 1/ar., 而 
其 他 的 mm= 0. 那么 , 因为 |z|<x3/6, 所 以 2E2 但 了 mr 人 =1 十 1 
十 … 发 散 于 cc， 这 个 政 导 说明 必 有 a&€l。. 

现在 给 出 Banach-Steinhaus 定理 的 应 用 的 一 个 有 趣 的 例子 . 
我 们 假定 读者 知道 一 些 Fourier 级 数 的 基本 概念 ,需要 知道 的 很 少 
一 一 必要 的 话 读者 可 参看 及, Knopp 著 的 Theory and Applioa- 
tion of Jnfinite Series (无 穷 级 数 的 理论 和 应 用 ) (Blackie, 1964) 
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例 B 存在 一 个 以 2z 为 周期 的 连续 函数 ， 其 Fourier 级 数 
在 0 点 发 散 ， 

设 / 是 以 2z 为 周期 的 连续 函数 , 所 有 这 样 的 函数 组 成 
Banach 空间 久 , 具有 范 数 | 有 一 2max{|f IE [0 2w]}。 由 定 
义 , ff 的 Fourier 系数 是 


m= fC) coskt dt, b= 二 | f(D ginkt dt 


k=0, 1, …)， 
j 的 Fourier 级 数 是 形式 级 数 
全 二 > (grcoskwt+ byasinke), (11) 


”这 是 形式 的 , 因为 级 数 可 能 根本 不 收敛 ， 假如 它 收敛 也 可 能 不 收复 
于 . 

: 当 计 算 (11) 在 z=0 点 的 第 多 个 部 分 和 时 ( 见 Knopp 359 页 ) 

发 现 它 就 是 


= DFO, (12) 


其 中 D, l(t) = (sin (+ 豆 )/ 二 
函数 D,(t) 称 为 Dirichlet 核 ,是 以 德国 大 数学 家 了 . G. Lejeune- 
”Dirichlet (1805 一 1859) 命 名 的 , 他 :天 4828 年 ， 首 先 对 Fourier 级 
数理 论 进行 严格 的 研究 . 

现在 对 每 一 n, (12) 在 有 上 定义 一 个 连续 线性 泛 函 s,。， 因 为 
ss» 显然 是 线性 的 ,而 且 容 易 证 明 |D,(t) | 三 2n 十 1， 另外 ， 


{sD I< 1D le. 


把 右 端 记 为 | /Pa， 因此 jul 1 我 们 将 接着 证 明 |s,| =， 如果 证 
明了 这 一 点 ,就 可 以 进行 下 面 的 论证 ,假设 对 所 有 f€ 太 ， ‘$0)) 
收敛 ,那么 由 Banach--Steinhaus 定理 ， 我 们 有 / 
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supnjsn| = sup 一 co， 

但 当 n->oo 时 ,h->oo (我 们 将 要 证 明 ). 这 个 矛盾 说 明 (s( 亡 ) 不 可 
能 对 所 有 fE€ 六 都 收 合 ， 因 此 存在 一 个 了 使 得 (s, (了) ) 发 散 , 这 就 
是 我 们 的 结果 . 

我 们 不 希望 用 过 多 的 分 析 细 节 (虽然 它 是 必要 的 ) 来 冲淡 应 用 
的 主要 内 容 , 因而 我 们 只 指出 论证 的 思想 , 至 于 详细 的 证 明 留 作 习 
题 ， z 
假如 在 (12) 中 令 fo=sgn D。， 那么 , 我 们 得 到 s,(fo) = 但 
fo 有 有 限 个 不 连续 点 ,所 以 我 们 用 一 个 在 不 连续 点 处 是 “光滑 ”的 
. 函数 来 代替 fo， 这 样 得 到 一 个 JfE 且 使 得 |f|=1, 且 对 任意 
8>0，s( 门 > 加 一 s， 因 为 我 们 已 知 |s| 入 加 ,所 以 js =. 

最 后 ,我 们 证 明 当 or~>co 时 一 oo0， 对 每 一 % 记 

Cx 一 (4 十 1)m/4n+2, dy= (4k+83)5/4dn+t+2, 


那么 ,对 tiE [ow dw], 有 |D， 0 利用 此 式 得 到 , 当 w >oo 


时 ， 
dx 由 _ zn 
,> 7 2 8 > 一 名 ET 
第 七 章 将 给 出 Banaoh-Steinhaus 定理 在 算 阵 变换 上 的 应 用 . 


一 >C 


习 题 8 


工 .设立 是 Banach * 空间 ， q 是 了 X 上 下 半 连 续 的 半 范 数 ， 证 明 g 在 六 
上 连续 , 

2. 如 果 对 每 一 个 2 El (<2<ce), 级 数 Zax 交 收敛 ,证 明 weze(GLV2+ 
1/ gq =D). | 
3， 如 果 当 x €6c 时 , Zar wx 收敛 ,证 明 ace， 
4. 如 果 当 3zx 收敛 时 , Zo zx 收敛 ,证 明 a € BV 
5。, 如 果 当 Zzx 收敛 时 ,|azzz| < co 证明 we. 
6， 设 fn€Xi 目 对 所 有 的 % 和 zx，|fn《7)| 志 六 wi， 并 芭 
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S={z|iimsf(z) 存 在 }. 
证 明 S 是 X 的 闭 子 空间 . 
7. 证 明 83 例 8 未 证 的 断言 . 


$4 开 了 映射 和 闭 图 定理 

如 果 映 射 4: 卫 -> 了 是 双 射 ,那么 存在 4-14:7 一 并 且 4 是 
双 射 ， 另 外 , 如 果 卫 和 了 是 线性 空间 且 4 是 线性 的 , 那么 , 容易 
看 到 4-! 也 是 线性 的 ， 现 在 假设 了 ,了 是 Banach 空间 且 4 有 
界 ( 即 连 续 )， 那 么 , 我们 有 著名 的 Banaoh 定理 , 它 告诉 我 们 4 
也 有 界 ， 我 们 将 从 “ 开 映 射 定理 ”推出 这 个 定理 , 开 映 射 定理 断言 : 
在 两 个 Banach 空间 之 间 的 有 界线 性 满 射 必 是 开 映 射 ， 然后 ， 作 
为 Banach 定理 的 推论 , 建立 重要 的 “ 闭 图 定理 ”. : 

定理 18( 开 映射 定理 ) 设 耻 , 了 是 Banaoh 空间 县 4EB 
(了 , 了 ) 是 满 射 , 那么 4 是 开 上 映射. 

证 明 设 G 在 于 中 是 开 的 ， 并 设 yE4(G)， 那么 ,对 某 
vwEG,y 一 4(z). 现存 在 S(w, 3)C G, 因 此 A(S(%, 8)) C4(G). 
假定 我 们 能 够 证 明 存 在 一 个 球 S(y)CACS(z, 8)),， 那么 就 有 
S(y) C4(G), 所 以 4A(G) 将 是 开 的 .为 了 保证 假定 成 立 , 只 需 证 
_ 明 存在 球 8(9) C4(S0) ,这 里 8o 是 及 中 的 单位 球 ,S(0) 是 YY 上 
以 原点 为 心 的 球 . 因为 证 明了 这 个 事实 , 4(S(w, 6) 一 将 包含 以 
原点 为 心 的 球 ,因此 4(S(c，8) ) 将 包含 以 y 为 心 的 球 . 

现在 我 们 开始 证 明 存 在 S(9) C4(50). 设 

Ss=S(0, 2%) = {clel < 全 一 0 二) 
”如果 zwE€ 于 ,我 们 可 以 记 z=k(z/ 有 ,这 里 X= [2jz] + 方 括号 
表示 2jz| 的 整数 部 分 .于 是 x/L5E S1, 所 以 z€kS1:， 因 此 
了 工 == U ES 


因为 4 是 满 射 ,4( 陡 ) = 了 ,我 们 得 到 
。 1831. 


y= kACS,), 
k= 


但 了 是 完备 的 ， 所 以 是 第 二 纲 的 ， 于 是 存在 使 得 k4(S1) 不 是 
玖 朗 集 ， 因 此 A4053) 包含 某 个 球 ， 比 如 说 是 SCa, 7)。 我 们 现在 
要 证 明 

S(0, 7)C AlSo). z (18) 
我 们 有 

S(0, 门 C403 -cc ACSN — ACS) C2 ACST) ~ 4050 ， 
这 就 证 明了 (18)， 在 上 面 的 一 连 串 包含 式 中 , 我 们 用 到 以 下 一 些 
事实 ，a€ A4(51)，4(51) 是 囊 的 以 及 当 y€ A(51) 时 ， 一 y € 
A(S1) . 

由 (18), 立即 可 得 。 
S(0, 72-") CC A(Ss) . | (14) 
最 后 , 我 们 证 明 S (06, 7/2)C 4(So)， 取 yES(9, r+/2)， 那么 ， 
由 (14), yE€ 4(51) .因此 , 对 某 y1€ 4(87), jy 一 1 <7/4. 而 
,yhES(Y, r/4)CA(N:) ,所 以 ， 对 某 ya€ 4A(Ss)， 1y ~ — 
yj <r/8, 如 此 继续 下 去 , 我 们 得 到 


<r/2"tl (15) 


y- > 

这 里 YE 4(S%)， 因 此 ， 对 某 个 zwE€ Sx, Yr 一 ACzw)， 由 (1 四， 我 

们 得 到 \ z 

Y=2ZA8), 

因为 |zx| <2, 上 zr <1, 我 们 看 到 之 各 收敛 ,比如 说 收敛 于 ww 

即 己 人 =2， 而 且 , 1% 二 zx| < 二 zw€ So, 由 4 的 连续 性 ， 
AX= 2 A(wr) =Y. 

于 是 ,由 YES(9, 7/2) 推 得 对 某 2€ So y 一 4%, 即 yE 4A(So), 这 

就 证 明了 S(6, 7/2)C4(50). 根据 我 们 前 面 说 的 这 个 包含 关系 

能 使 我 们 推出 开 映 射 定 理 ， 


定理 14(Banach 定理 ) 设 有 了 是 Banaoh 空间 ， 如 果 
4EB(X, 了 ) 是 双 射 ,那么 4A-1€E B(Y, X). 

证 明 ”这 个 结果 可 由 定理 18 直接 得 到 ,因为 4 是 双 射 、 连 续 
而 且 是 开 的 , 于 是 推 得 4 是 双方 连续 的 ， 因 而 4 是 线性 同 胚 . 

我 们 的 下 一 个 定理 是 很 有 用 的 ， 虽 然 对 某 些 特殊 问题 用 它 还 
是 用 Banach-~Steinhaus 定理 常常 是 个 人 的 爱好 . 

在 给 出 定理 之 前 我 们 回忆 映射 4: 于 一 了 的 图 是 {(2，42)| 
wvw€ 且 }, 它 是 卫 x 了 的 子 集 ， 如 果 信 , 了 是 赋 范 空间 , 我 们 可 以 
使 并 x 了 成 为 赋 范 空间 , 只 要 令 


Te D1= (e+ gl)», 
并 定义 (2, 四 十 (wy)= (wy 十 六), 和 (V9) 二 (Av, MY)， 显 
然 , (zn, gm 一 (2 切 当 且 仅 当 ww 一 4 和 yn>y， 因 此 ,如 果 X,Y 
是 Banaoh 空间 ,那么 车 xXY 也 是 Banach 空间 . 
当 4 连续 时 ， 容 易 证 明 4 的 图 是 互 x 的 闭 子 集 ， 加 上 附 
加 条 件 , 我们 有 更 完全 的 结果 . 
定理 起 ( 闭 图 定理 ) 设 全 ,了 是 Banach 空间 ， 且 46 
L(X, 了 ) ,那么 4 连续 当 且 仅 当 它 的 图 是 闭 的 .。 
证 明 (i) 设 4 连续 , G(4) 是 4 的 图 ， 我 们 证 明 G(4) 是 
闭 的 一 一 实际 上 在 定理 的 这 一 部 分 中 ，4 的 线性 性 质 是 多 余 的 . 
设 (vw, 人 EG(A), 那么 存在 mE 使 得 zw>z 和 AM4or>y， 但 
Aws>Az, 所 以 y= hw, 于 是 (wy) = (z,，Az) EG(4). 
(让 ) 假设 G(4) 是 闭 的 那么 ,Gd) 是 Banach 空间 了 XY 
的 闭 子 空间 , 所 以 是 Banach 空间 .现在 考虑 由 
Fo 4o))=7 
给 出 的 映射 F:G(4) 一 和 这 个 映射 显然 是 一 个 线性 双 射 ， 而且 
因为 f(z 42)) 上 =|sl<i(w，4z)1, 所 以 了 连续 .因此 我 们 可 
. 133 . 


以 应 用 Banach 定理 (定理 14) 推 出 "1!: 卫 >G(4) 连 续 ， 最 后 
zlsle An)1=173 1 <I el, 
所 以 4 有 界 因而 连续 . : 

下 面 我 们 给 出 闭 图 定理 的 一 个 简单 应 用 . 

例 9 假设 给 出 复数 ww 的 无 穷 矩阵 (omw) ，n%,5==1，2,…. 设 
对 每 一 Nw 和 每 一 El, Yn 一 之 pany mx 收 化 ,并 设 对 每 一 $El, y= 
(ys) E1 ,那么 ,由 y= 4z 确定 的 算 子 4 是 BC 4) 的 一 个 元 . 

首先 , 对 每 一 % 和 每 一 2E1, 由 amww 收敛 可 推出 对 每 一 
n,， awx| <cce 一 一 只 须 对 每 一 你 取 t=sgnam,£ 一 1, 2，…。 因 
而 4,(e) = 了 cumx 确定 一 元 4,E 必 加 .显然 算 子 4 是 线性 的 , 所 
以 需要 证 明 它 的 连续 性 ， 由 闭 图 定理 ,只 要 证 明 G(4) 是 闭 的 . 任 
意 取 (zw, 四 E G(4), 那么 存在 sw?E1 使 得 当 和 >co 时 wo， 
Ax'?_>y， 对 每 一 n, 由 4 的 连续 性 推 得 当 i>o0 时 ，4(z) 一 
4(o)， 另 外 , 4zO->y 显然 蕴涵 对 每 一 n, 当 i 订 >oo 时 ,4(okD) -> 
ys,， 因 此 二 4A,(z), y= Az, 所 以 (w, 9) EG(4), 这 证 明了 G(4) 
CG(4), 即 G(4) 是 闭 的 


习 题 4 


1， 设 (XX, |-, (XX, :1 是 Banach 空间 , 他 们 满足 : 对 所 有 ZE 冬 和 
某 常数 玉 , 上 zi 志 玉 上 zx 上， 证 明 存 在 常数 放 使 得 对 所 有 2E 和 jz < 和 zj， 
由 此 说 明 这 两 个 范 数 在 卫 上 生成 相同 的 度量 拓扑. 

2. 设 A1 € BC(X1, 了 3)，A2€ B(Xo, Xs), 此 处 X11, 有 ,Xs 是 Banach 
空间 .如 果 对 任 一 x 方程 4i(z) =42y) 有 唯一 解 y= 二 4(x), 证 明 委 是 X11 到 
有 Xs 中 的 有 界线 性 算 子 (用 闭 图 定理 ). 

3. 和 ,了 是 Banach 空间 ， 算 子 4o。 EB(X, 了 ) 是 双 射 。 如 果 算 子 
Ai1E B(X, 了 ) 满 足 145 圳 上 4i<1, 证 明 算 子 46 十 41 有 一 个 逆 ( 用 第 二 章 的 
定理 13). 县 


@ ”这 也 是 第 四 章 8$3 定理 12 推论 的 结 采 。 
* 134 . 


$5 Hahn-Banach 扩张 定理 @ 


下 面 简要 地 证 明 线 性 空间 理论 的 一 个 基本 定理 .这 个 定理 的 
重要 性 在 于 保证 线性 扩张 的 存在 ， 把 定义 在 子 空间 上 的 线性 泛 函 
扩张 到 整个 空间 。 定理 的 证 明 部 分 地 依靠 Zorn 引 理 或 某 个 等 价 
的 公理 .首先 我 们 对 实 线性 空间 证 明定 理 一 一 推广 到 复线 性 空间 
是 相当 简单 的 . 

定理 16(Hahn-Banach) 设 碟 是 实 线性 空间 , MM 是 一 子 空 
间 . 假设 p 在 卫 上 是 次 可 加 的 , 且 当 a>>0 及 zE 开 时 ,2D(az)= 
op(%)， 如 果 了 是 WM 上 的 线性 泛 函 , 且 在 W 上 

-os<p(o)， 
那么 ,存在 /到 了 的 线性 扩张 9, 使 得 在 王 上 ， 
gg(o) sp(o). 

证 明 假设 Mz 瑟 否则 就 不 需要 证 明 ， 取 *E~ 有 了 和 mw 
yEM. 那么 , je) 一 矿 W 乏 DGz 一 切 委 DZ 十 2 +p(—Yy—2),. 所 
以 一 p( 一 y 一 2 一 f(y) 委 DZ 十 芒 一 Fo)。 因 此 对 每 一 wx€ NM， 

s 一 S0P{ 一 2 一 9 一 仿 一 /0)}<p(+ 纹 一 Fo)， 


于 是 ， s<infip(r+%) —f(2)}. 
因而 ,存在 一 个 数 t, 使 得 对 所 有 VE 型 ， 
—p(—y—2—/O St<pYy+HH—fY. (10) 


现 定义 子 空间 了 及 ,= {ww 十 az|zE MM, a 实数 }, 那么 , 如果 wRNM，， 
我 们 有 .w=% 十 oz， 这 个 雪 示 式 的 唯一 性 是 容易 验证 的 在 M. 上 
定义 函数 及 

hw) =f (2)+at. 
那么 , 显然 在 以, 上 是 线性 的 ， 所 以 是 了 从 及 到 及 ,的 线性 扩 
中 ”由 Banach 和 著名 德国 数学 家 互 . Hahn (1879 一 1934) 狼 立 地 证 明 、 
。 36 


张 ， 现 在 我 们 证 明 ; 在 型 ,上 
hlw) 魏 2 00) ， 

这 从 (16) 直接 得 到 ， 只 要 令 y=w/a, a#0 且 区 分 情况 6 a>0 与 
oa<0, z | 
如 果 正 好 履 ,= 叉 ,那么 我 们 就 完成 了 证 明 ; 不 然 的 话 ,我 们 可 
以 再 进行 扩张 ， 但 是 什么 能 保证 我 们 总 可 以 把 它 扩 张 到 全 空间 
五 呢 ?这 就 需要 用 Zorn 引 理 或 它 的 等 价 形式 ， 我 们 用 Zorn 引 
理 ( 见 第 一 章 )， 设 已 是 所 有 有 序 对 (M', ) 的 集合 , 这 里 必 ' 是 
包含 玉 的 一 个 子 空间 , hr 是 了 到 M' 的 一 个 扩张 ,使 得 在 MM 上 
h'<p, PP 的 半 序 定义 为 

(M’, PM”, iD) 
当 目 仅 当 M'CM"”, 目 在 M’ 上 ,p= 

设 S-{(M。, ho)} 是 了 的 一 个 全 序 子 集 ， 那 么 , 容易 证 明 人 
有 一 个 上 界 (L .1Mf。 互 ) ,其 中 

H(%)=ha(x) 对 wwEM.,. / 
这 里 要 指出 , UM。 是 子 空间 是 由 于 5 的 全 序 性 。 

由 Zorn 引 理 ,P 有 一 极 大 元 , 比如 说 (NM, 和)， 我 们 现在 要 
完成 定理 的 证 明 只 需要 证 明 .MY 一 耻 。 假设 .NM 卫 。 那么 , 由 我 
们 证 明 的 第 一 部 分 ,我 们 可 以 这 样 扩 张 ,使 得 (NM。, XW,) 闫 (A 
WH)， 因 为 (NM 和) 是 极 大 元 ,所 以 一 定 有 .A.M 这 与 -A> 
_N 严格 成 立 蔬 盾 ， 因 此 假设 .bz# 是 错误 的 ,于 是 记 g=% ,证 
明 就 完成 了 . 

推论 1 定义 在 实 赋 范 线性 空间 不 的 子 空间 上 的 任 一 有 界线 
性 泛 函 可 以 线性 地 扩张 到 整个 也 上 而 保持 范 数 不 变 . 

”证明 比如 说 在 用 上, 我们 有 |f(z)1<1f||z|， 因 此 , 存在 
g 使 得 在 革 上 g(z)<|fijzj. 用 一 2 代替 2, 我 们 推 得 |g(z)|< 
“fflzj .另外 ,对 *E 开 ,我 们 有 9G) = 了 2), 所 以 gl=1. 
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推论 2 ”如果 于 关 {0} 是 实 赋 范 空间 ， 那么 , 在 互 上 必 存 在 
非 平凡 的 连续 线性 泛 函 ， 

证 明 在 Hahn-Banaoh 定理 中 取 p(z) = |z|。 现 任意 取 mo 
0 目 规定 M = {azo|a 是 实数 }. 于 是 用 是 一 子 空间 . 假如 我 们 
设 foxo) = alzol ,那么 了 在 MM 上 是 线性 连续 的 ,因此 ,我 们 可 以 
保持 范 数 不 变 把 了 扩张 到 整个 了 上 (推论 十 .因而 六 的 每 一 非 夫 
“元 ,oo 生成 一 个 在 了 上 的 连续 线性 泛 函 , 它 在 zo 的 值 为 |woj >0， 

推论 3 设 研 是 实 赋 范 线性 空间 , 并 假设 对 所 有 f€ XX*， 
f(z) =0， 那么 , 必 有 w=90， 

证 明 假如 zz*9, 由 推论 2, 存 在 JE XX* 使 得 f(z) >0, 而 我 
们 假设 对 所 有 fE 玉 *, f(w) =0， 从 而 得 证 . 

现在 我 们 给 出 Hahn-Banach 定理 的 复 的 形式 . 

定理 17 设 卫 是 复线 性 空间 , M 是 一 子 空 间 ， 且 2 是 筷 上 
的 半 范 数 . 假设 是 W 上 一 复 值 线性 泛 函 ， 并 且 在 子 空间 MM 上 
满足 |j(z)| 和 2(z)， 那么， 在 在 到 六 的 线性 扩张 9, 使 得 在 民 
上 |g(2) | <p(2). 

证 明 记 了 = 及 十 外 s, 所 以 记 , fa 是 上 上 实 线性 泛 画 这 里 
把 M 看 作 实 线性 空间 ， 另 外 ,在 MM 上 广 (iz) = 一 fa(w),fi(z)< 
f(z) |<p(z), 所 以 , 用 实 的 Hahn-Banaoh 定理 , 把 户 扩张 成 
0 且 使 在 对 上 902) 和 DO)， 现 令 g(%w) = ga (on) 一 99a(22) ， 所 以 
在 民 上 g(w) 一 f(x)， 而 且 ,g (iw) 一 ig(z), 因为 gi 是 实 线性 的 ， 
于 是 在 了 上 yg 是 复线 性 的 . 

最 后 ， 假 如 g(%) =0， 那 么 |g(w) | 委 p(w) 一 一 因为 2p 是非 负 
的 假如 g(%) 友 0, 令 =arg 9g(2), 则 

: |g(2)| =9 (2)e = g(a0 ™) =g1(2e-) 

<p(re ") 一 DZ) ， 

因为 g(we-*) 是 实 的 且 % 绝对 齐 次 ， 
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现在 很 清楚 ,定理 16 各 个 推论 的 复 的 形式 也 成 立 . 
作为 Hahn-Banaoh 定理 的 一 个 应 用 , 我 们 对 0*[0, 所 的 元 
素 证 明 Riesz@ 表示 定理 . 
”定理 18(Riesz 表示 定理 ) ”如果 JECx[0, 1], 那 么 ,在 [0,1] 
上 存在 有 界 变 差 函 数 g 使 得 : 
jw -| wl)dg() 对 所 有 swEofo, 1 


Lfl=V(9)=g 在 [0 切 上 的 全 变 差 . 
证 明 证 明之 前 注意 ,我们 假定 已 经 知道 Riemann-Stieltjes 


积分 | (8)dg 的 革 些 基本 性 质 . -有 关 这 方面 的 内 容 可 参考 
Rudin (1964) 的 著作 .我 们 主要 需 知道 ,如果 2EC[0, 二 ,9€ BV 
[0, 二 ,那么 | ,=(9dg 的 存在 , 且 


Dim So(o) (CgGcD) = | =(Ddg(D， 


这 里 P= 10 加 和 四 = 二， 加 天 下 < 和 < 加 是 [0, 1 的 一 个 
划分 ; 4(P) —max(ti—t1), 1<%<n, OE€ [ly, be 而 且 要 这 样 
理解 ， 对 任意 划分 已 和 e 的 任意 选择 极限 是 存在 的 . 
现 把 O[0, 1] 看 作 [0, 匡 上 的 有 界 函 数 的 Banach 空间 1 的 

子 空间 ,空间 寻 的 范 数 是 |z| = sup{lz 的 | 0< 研 二， zwEM. 假 - 
如 fEO*[0, 刁 ,那么 ,由 Hahn-Banach 定理 , 存在 一 个 到 的 
线性 扩张 了 , 使 得 在 C[0, 和 上 f(z)=FC@2) 且 |F|=||. 
”” 设 刀 站 示 [0, 人 , 0<t<1 上 的 特征 函数 , 即 %(y) 1 (0<y 
< 人 ,wi( 胃 一 0 (<y<D). 那么 ,对 每 一 tE& [0, 攻 ,x:E H, 我 们 记 
(x) =g(t)， 这 个 函数 g 就 是 定理 中 的 函数 . 现 记 81 一 sgn[g (i 
一 g(ti_1)]， 那 么 , jg(4) 一 g(t-1) [= [9G 一 9 (4-2D18;, 所 以 

QD) .了 ff. Riesz(1880 一 1956) ,著名 匈牙利 数学 家 , 泛 函 分 析 创 始 人 之 一 。 
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Sy-gt nD) SIP SE 一 os. 
如 果 yE (0, 必 , 则 对 某 个 j, yE€ Ga 切 ，, 因 此 
> [Xi, (9) — x (Y) 1 es 一 sy。 


从 而 
全 1 — g(t |<|F|, (17) 


因此 yg€ BV [0, i]. 
| 现 定 义 24(0) =2(0), 
”而 对 0<u<1, 定 义 


-名 化 Cr (rn 一 Xr 1)/n) ， 


那么 , 如 果 ww€ (0， 1], 我 们 有 ， 对 某 个 7， “CC D/n, 7/n), 
所 以 

Zn(V) = (rt/n). 
因为 “连续 ， 因而 在 [0, 如 上 一 致 连续 ， 由 此 得 到 le- Zn 一 0 
(~>co)， 从 而 已 Co) 一 已 42) 一 Fo) ,所 以 


(0) = tim Sar/ (or -()) 
-| 四 dg (t), (18) 


由 (18)， 我 们 得 到 
fl) <maxlzG) 上 | ‘V (9) =|zlV (9g), 
所 以 | 用 入 六 (9) ,结合 (17), 得 到 |f|=V (9). 

在 定理 18 中 , 函数 9E BV 不 是 唯一 的 .例如 , 我 们 可 以 加 
任 一 常数 到 g 上 ,对 f 仍 得 到 同一 个 表示 式 ， 因 此 ,我 们 不 能 认为 
O*[0, 和 与 BV[0, 1 是 等 同 的 . 

为 得 到 O*[0, 1] 的 等 同 空间 ， 我 们 需要 用 到 函数 g 在 BF 
[0,1] 上 的 两 个 著名 的 性 质 .第 一 个 是 对 每 一 4€ [0,1],g(#+0) = 
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lim g(z) 存 在 ,第 二 个 是 9 的 不 连续 集 至 多 是 可 列 的 ， 现 记 


By[o, 1]- {QE€BVIG(0) =0 且 GG+0 -6GG,0<t< 寺 


那么 ,BY 是 BV 的 子 空间 ， 定 义 函 数 G: G(0) =0, GD =9G 
一 g(0) 和 G( 人 =gCt 十 0) 一 g(0),0<t<1， 那 么 ,在 t=0, t=1 以 
及 每 一 使 g 连续 的 4E (0, 1)， 

Gt) = g(t) —g(0). 
因此 ,对 任 一 zxEO[0, 1] ,我们 有 


| zag) = [oat. 
显然 GE 8 因此, 每 一 JEO*[0, 1] 是 和 一 个 GE BY 相 联系 ， 
使 得 对 所 有 zE CL0, 二 ]， 

7 四 -| aacd)， 


函数 G 确实 是 唯一 的 。 因为 假设 hE ,使 得 对 所 有 x€ 
O [0, 1], jc) = | za 令 vw 三 1, 因 G(0) =h(0) =0, 所 -以 得 到 
GD =h(])， 现 取 0<o<1, 并 记 五 全 G0) -h( 人 )， 则 对 所 有 
wEC[0, 雪 ，| wd 一 0, 选择 2 使 得 在 [0, o] 上 等 于 1， 在 


[c+h, 1] 上 2 等 于 0, 并 用 直线 连接 点 (0, 1)，(6 十 记 PR 
义 ， 那 么 ,*EC[0, 二 ,用 分 部 积分 法 ， 


o0-HO+| vO dH Ot) 


站 | vw OH 


-元 | HOd>H(ot0) hs0+. 


因此 ,对 0<e<1l1, 我 们 有 五 (ec 二 0) =0, 即 G(c+0)=h(e 十 0), 亦 
. 140 : : 


即 G(e) =h(o) ， 这 样 , 我 们 证 明了 在 [0, 雪上 G- 所 以 G 是 
唯一 的 ， 现 在 要 证 明 上 /| 等 于 在 [0, 雪上 G 的 全 变 差 就 成 为 一 个 


简单 问题 ， 而 这 就 完成 了 O*[0, 1] 和 下 六 [0, 刁 的 等 同化 

风范 空间 的 二 次 对 偶 ” 互 ahn-Banach 定理 的 另 一 个 应 用 是 
有关 民 s 间 下 的 第 二 对 偶 空 间 ( 或 二 次 对 偶 )， 二 次 对 偶 由 

一 (及 *)* 来 表示 。 我 们 将 证 明 瑟 可 以 和 对 ”的 某 个 子 空间 
7 等 同 ， 于 是 , 我 们 认为 了 是 自然 地 嵌入 它 的 二 次 对 偶 卫 “ 里 
的 . 

定理 19 设 下 是 赋 范 线性 空间 ， 那 么 ， 关 与 二 次 对 个 空间 
了 ”的 一 个 子 空间 之 等 距 同 构 ， 

证 明 和 象 通常 一 样 ,我 们 用 4 表示 于 的 元 素 , 用 v* 表示 亚 * 
的 元 素 ， 对 应 于 每 一 个 2€ 他 ,用 

/ Hp*) 一 oO) 
定义 妃 * 上 一 个 线性 泛 函 .Z, 这 样 , 对 每 一 2*E 卫 *, 我 们 把 2* 在 点 
“EX 处 的 值 和 它 (w*) 联 系 起 来 ， 由 于 在 了 X* 上 定义 线性 运算 的 
方式 , 可 以 推出 x 在 了 * 上 是 线性 的 .2 在 邓 * 上 也 是 连续 的 
lz(0*)|=|e*(o) |<lz*|lzl, 
于 是 |z| 志 |z|. 因此 ,映射 2>z 定义 一 个 下 到 且 * 中 的 连续 
线性 算 子 ， 设 证 表示 在 映射 x->x 下 卫 的 象 ， 我 们 只 需 证 明 这 
个 映射 是 等 距 的 , 由 昌 ahn-Banach 定理 的 推论 2， 季 在 y* EX* 
使 得 (zw)==1z| 且 jy 二 1， 因 此 
(2 ) | 


snp |) | = al, 

于 是 , 由 前 面 得 到 的 结果 |2| 入 1z| 我们 有 |z| =|z|， 定 理 证 毕 ， 
一 般 我 们 有 守 己 邓 ”， 假 如 出 现 相等 就 得 到 自 反 空间 . 
解析 的 矢 值 函 数 ” 我 们 希望 提 到 Hahn-Banaoh 定理 的 另 一 

个 应 用 . 它 涉及 复 变量 中 著名 的 Liouville 定理 的 推广 , Liouville 
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定理 断言 有 界 整 函数 必 是 澡 数 ， 

首先 ， 我 们 在 复 平面 C 的 域 D 上 定义 解析 矢 值 函数 w= 
w(z), 设 有 是 Banach 空间 且 z: D> 了 是 D 到 荐 中 的 映射 . 
那么 ,2 黎 为 在 D 上 是 解析 的 当 且 仅 当 对 每 一 2E.D 与 z+hED， 

| m (+ 人 —%(%) 

存在 , 记 为 xz (z). 此 极限 是 依 台 中 范 数 取 的 . 

如 果 fEX* 且 wz 在 D 上 解析 ,那么 ,容易 看 到 ,由 (f%)(%) = 
f(z(z)) 定 义 的 fw 在 通常 复 变量 的 意义 下 ,在 D 上 解析 . 

按照 通常 的 说 法 ,如 果 z 在 O 上 解析 , 我 们 称 w 为 整 函 数 .如 
果 对 所 有 zEC，|z(z)|< 必 ， 我 们 定义 它 为 有 界 的 ， 现 在 我 们 证 
明 推 广 的 Liouville 定理 ， 


定理 和 如果“:C-> 玉 ,此 处 飞 是 Banach 空间 , 且 z 是 有 


界 整 函数 ,那么 = 是 常数 ， 
证 明 对 任意 JE 习 *, 我 们 有 :在 O 上 |jeG)|<ljilzG)l 


<| AI 所 以 fz 有 界 . 因为 fz 也 是 在 通常 复 变量 意义 下 的 整 


函数 ,由 通常 的 Liouville 定理 , 对 任意 z, zEO, 有 fw(2)) = 
f(zw(z)), 所 以 ,对 任意 zxE0, 了 lw(z) 一 vz )) 一 0 根据 Hahn- 
Banach 定理 的 推论 3 得 到 ,对 任意 %, x*E0, 有 22) 一 2(z) =0, 
Zz(z) 一 2 ， 即 zz 是 常数 ， 


习题 5 
1. 于 是 赋 芳 空间 入 的 子 空间 ， 且 %E 有 满足 Q MI)>d>0， 用 
Hahn-~-Banach 定理 证 了 明 : 存在 一 个 了 了 EX” 使 得 | 用 <1， fy) 4 且 对 所 有 
ME 型 ， 太 0) 一 0， 提示 : 考虑 由 双 和 gy 生成 的 子 空间 . 


2. 《在 1 中 的 广义 极限 ) 考虑 实 线性 空间 1. 对 于 sel 令 p(OD 一 
inf(lim sapa j13{zstu|1<j< 对), 这 里 in 是 在 正 整数 的 一 切 有 限 集合 志 
V9) ""*y ty 上 上 取 时 . 址 明 p 在 lo 上 是 有 意义 的 ， Plax) 一 CD(XZ)， X 之 U， TEL 
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且 p 是 次 可 加 的 ， 由 Hahn-Banach 定理 得 到 在 1 上 的 一 个 线性 泛 函 户 具 
有 下 列 性 质 ， 当 对 所 有 n, 2 之 0 时 ,了 (2) >0; 
| fa, v3 7)) =f v1 ao) 

如 果 对 所 有 %， za= 卫 那么 jz) =1， 因而 , 记 jz) =Lim za, 我们 看 到 , 了 
具有 通常 在 c 上 “limy” 的 性 质 ， 记 号 Lim 指明 是 在 1 上 而 不 是 在 c 上 取 
极限 ， - 

3. 设 和 是 赋 范 空间 ,z:D-> 和 , 这 里 刀 是 C 中 的 域 .证 明 : 如 果 z 在 
D 上 解析 且 EX*, 则 fr 在 刀 上 解析 . 

4. 设 工 是 0 中 一 简单 闭 曲线 ， 民 是 Banach 空间 。 如 果 z: 工 一 习 在 
L 上 连续 , 证 明 | zs)ds 存在 ， 这 个 积分 是 象 在 复 变量 理论 中 那样 来 定义 
的 ,只 是 极限 是 依 范 数 取 的 证 明 用 到 及 的 完备 性 . 

5. 了 对 是 Banach 空间 ,是 C0 中 的 简单 闭 曲 线 . 如 果 Z 在 亏 内 解析 且 
在 工 上 连续 .证 明 推广 的 Cauchy 定理 ; 

| (id 一 9. 


四 提示 用 通常 的 Cauchy 定理 中 与 Hahn-Banach 定理 . 


$6 弱 收 钱 

设 (z) 是 赋 范 空间 互 中 的 序列 .那么 , 称 (zw) 弱 收 敛 于 x€ X 

( 记 作 mw-~>xz( 弱 ) ), 当 且 仅 当 
f (mw) 一 f(%) 当 n>o0, 对 每 一 EX"*. 

我 们 称 ” 为 (ww) 的 弱 极限 . 

如 果 依 范 数 2.>x, 即 jz 一 2| 一 0, 那么, 因为 对 每 一 JE 互 *， 

fen) -osHllw 一 z|， 

“所 以 我 们 有 ww~>z ( 弱 ), 因而 依 范 数 收敛 蕴 涵 弱 收敛 于 同一 极限 ， 
由 于 这 个 原因 , 依 范 数 收敛 常常 被 称 为 强 收敛 ， 


中， 由 于 题 中 没有 假设 在 工 上 解析 ， 故 须 应 用 Cauchy 定理 的 较 强 形式 ， 可 参 
“看 普 里 瓦 洛 夫 著 加 间 匆 等 评 揽 变 本 数 引 论 >, 人 民 教 出 版 社 ,1978, 第 四 章 $3 第 8 
小 节 一 译 者 注 。 
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定理 (i) 弱 收 敛 序列 的 弱 极 限 是 唯一 的 . 
(ii ) 在 一 般 情况 下 , 弱 收 敛 不 等 价 于 强 收 敛 ， 
(证 ) 如 果 mr>z( 弱 ) ,那么 sups| 1 < 之 o0. 

”证 明 (i) 假设 w-~>z( 弱 ) 且 ow->y ( 弱 )， 那 么 , f (2 一) 一 
jz 一 加) 十 (zw 一 Y) 一 0， 因 此 ,对 每 一 /EX*，f (zw 一 臣 一 0， 由 
”Hahn-Banach 定理 推论 3( 第 四 章 8$ 5 得 z=Yy. 

( 主 ) 考虑 空间 加 (Lp 到 co) ,只 要 我 们 查 一 下 本 章 $2 中 的 
对 偶 空间 表 , 就 可 以 知道 任 一 JE 下 能 被 写成 (%) = 卫 cxzmr 对 所 
有 vwEls, 这 里 4€l 且 1/2+19=I， 假如 我 们 记 et= (1, 0; 0， 
…)，@9 一 (0, 1 0,…),…, 那么 , 依 三 的 范 数 有 [es 一 em| 一 27? 
(n#m) ,因此 ，(e) 不 是 强 收敛 的 ， 然 而 ，(e,) 弱 收 敛 于 0 因为 ， 

当 FE 了 ,我们 有 je) =a, 而 由 4€4 推出 cr 一 0， 

在 p=1 的 情况 , 强 收敛 和 弱 收 敛 怡 好 一 致 这 将 作为 关于 给 
阵 变 换 的 Sehur 定理 的 推论 而 加 以 证 明 ( 见 第 七 章 81 定理 6). 

Gin 由 ws>2( 弱 ) 可 推出 : 对 任 一 f EX*, (wr 一 2) 一 0 (n> 
co)。 由 Hahn-Banach 定理 推论 2， 存 在 fn€ * 使 得 户 (mm 一 

=- |z 一 中 和 | =1 对 每 一 JE 卫 * 定义 Fn(j) =f (zn 一 %2). 
那么 , (F,) 是 Banach 空间 及 * 上 的 连续 线性 泛 函 的 序列 ， 因 为 
fv。 一 2p) 一 0, 于 是 在 症 * 上，limsupn|F,(f)|<o20， 现 在 由 
Banach-Steinhaus 定理 (第 四 意 $3 定理 12) 得 M=supr| ,| < 
co， 因 此 

jz wo)= fae —2) | = | B,C) [<IF,l I < 
所 以 ,对 每 一 岂 |zu| 委 天 十 i2|， 定 理 证 毕 ， 
在 赋 范 线性 空间 子 的 对 偶 空 间 中 ， 可 以 定义 一 类 重要 的 收 
伍 , 即 所 请 fn 一 ( 弱 *)， 它 是 指 
(a) fl(2) 一 f(z) 当 ?>co, 对 每 一 2EA ,及 
(b) supnlfal <o0, 
. 144 


这 种 收敛 称 为 在 也 * 上 弱 *( 弱 星 号 ) 收敛 ， 如 果 是 Banah 空 
间 ， 那么 (b) 是 多 余 的 ， 因 为 由 Banach-Steinhaus 定理 可 以 证 明 
(a) 葵 涵 (b)， ”~ 

定理 中 设 是 赋 范 空间 ,包含 一 个 可 列子 集 {wi}, 它 的 线 
性 包 在 了 上 是 稠密 的 ,那么 


_ Or) 一 户 (oz) 
a fz, Ja) = TD 


是 抒 上 的 度量 ， 并 且 由 到 ”中 弱 " 收 敛 可 以 推出 依 这 个 度 景 的 
收 伍 

并 且 , 如 果 8 是 单位 球 {f EX*|| 有 < 二， 那么 ,SS 在 由 4d 产 
生 的 度量 拓扑 中 是 紧 致 的 . 

证 明 因为 对 和 X” 中 任意 fi, fo, d( 同志 —fal <o0, 
所 以 d 是 有 确定 意义 的 , 如果 d( 广 , fa)=0, 那 么 ,对 %=1，2,… 
(1 一 fa) (zr) =0， 现在 任意 取 zw€E 苦 ， 因 {ow 的 线性 包 在 节 中 
网 密 ,存在 y>2Cb->oo) ， 这 里 yj 是 {zx} 的 元 的 线性 组 合 ， 因 
此 ,由 户 一 户 的 连续 性 得 (Cf: 一 —f3) (%) = limy(fi—f2)yn=0, 所 以 
广 一 js 关于 度量 空间 的 其 他 一 些 公理 显然 被 满足 于 是 , 4d 是 XX 
上 的 度量 . 

现 假设 六 一 六 时 ”那么 ,对 每 一 z€ 下, 当 n=>o0 佬 ,了 (8) 
一 f (2) ,并且 4 =supsj jj 由 <ce， 因此， 人 N, 


dfs, 旋 < 辣 - 左 生生 + > MS Es, 


> > 分 别 表示 不 等 式 右 端的 两 个 和 式 . 设 给 定 es>0, 选择 N 
充分 大 使 得 Za<s/2， 然 后 选择 mo 充分 大 , 使 得 当 ?>m 时 ， 
之 1 二 8/2.。 因而 依 度量 d, ff. 
最 后 , 只 要 证 明 单 位 球 8 是 序列 紧 致 的 , 即 8S 中 每 一 序列 
(fn) 有 一 弱 * 收 敛 子 序列 ， 其 极限 属于 S， 现 在 因为 对 所 有 
Le 和 lei 所 以 (CoD) 在 C 中 有 界 . 因此 存在 一 收 
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敛 子 序列 (fmi(wm1))， 类 似 地 , (Ja(ca)) 有 一 收敛 子 序列 (fa(za))， 
如 此 继续 下 去 ， 我 们 得 到 (f;) 的 一 个 子 序列 (jn) 使 得 对 每 一 有 
(fmn《2zw)) 在 CO 中 收 人 证 ,那么 , 对 每 一 上 (f(zx)) 是 Cauchy 序 
” 列 , 且 因 为 {zx} 的 线性 包 在 对 中 稠密 ,于 是 ,对 每 一 ZE 及, (f(z) 
是 Cauchy 序列 . 因而 ,对 每 一 2E 忆 ， 记 (wo) 收 敛 , 比如 说 收敛 于 
f(z), 即 f(z)->/(w)， 显然 , /是 线性 的 , 且 对 所 有 ,上 fon si 
蕴涵 |f (2)| =lim,| f(z)| 志 Tz 上 ， 因 此 | 惠 <1, 所 以 fES， 定 理 
证 毕 . 
注意 ， 我 们 在 定理 22 中 已 经 证 明 的 是 ， 如 果 且 是 某 一 确定 
类 型 的 赋 范 空间 ,那么 存在 肚 * 上 的 度量 a, 由 此 作出 ( 且 *, oa) ,使 
得 S 成 为 ( 肝 *, 四 的 紧 致 子 集 ， 弱 星 号 收敛 仅仅 是 用 来 证 明 这 个 
结果 的 一 种 手段 . 如果 用 拓扑 方式 研究 这 个 问题 , 就 会 得 到 更 满意 
的 结果 .对 任何 赋 范 空间 卫 ， 可 以 定义 在 卫 * 上 一 个 拓扑 7*( 称 
为 弱 星 号 拓扑 ) 使 得 S={fE 卫 *||f|< 直 是 拓扑 空间 (了 *, 7T*) 
、 的 紧 致 子 集 ， 这 个 一 般 结果 称 为 Alaoglu 定理 . 因为 该 定理 的 证 
明 需 用 到 的 拓扑 知识 比 我 们 所 掌握 的 还 要 多 ， 所 以 它 的 细节 请 读 
者 参考 较 高 深 的 著作 . 


习题 6 
1. 证 明 在 赋 范 空间 C" 中 , 弱 收 敛 和 强 收敛 是 等 价 的 . 
2. 假设 集 CX* 使 得 如) 的 线性 包 在 X” 中 是 稠密 的 . 俊 (xn) 是 之 
中 一 序列 , 满足 supnlznl < 且 对 任 一 了 EB, f(zn)>f(z). 证 明 mr 
《 弱 ). 
3. 设 xz 一 (各 ) €0, n= 二 1, 2,…， 证明 在 中 ，Y“ 一 = (xz 儿 弱 ) 当 
且 仅 当 supazo< ce，limazp 一 zo 对 每 一 且 
maklimxzjir 7 一 = my zx. 
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第 五 章 Banach 代 数 


$1 代数 和 Banach 代数 


本 章 介绍 Banach 代数 理论 的 一 些 基 本 概念 ， 我 们 论述 的 范 
围 是 很 有 限 的 , 只 打算 作 简 单 的 介绍 .首先 给 出 一 些 定义 ， 下面 
讲 到 的 线性 空间 除非 特别 指明 是 实 的 外 全 是 复 的 . / 

代数 一 个 代数 开 是 一 个 线性 空间 ， 它 的 元 素 则 有 一 个 乘法 
运算 ,满足 . 

Wy EX, ry) = (VY)z, TY HH) =mYy + ws, (V+Y)2— e+ yz, 
并 对 标量 入 有 和 (29) = M2)Y 一 2 (MY)， 

在 某 些 代数 中 ， 存 在 一 个 非 零 元 珍 6， 对 所 有 的 有 6 一 06 
=z。 车 这 样 的 e。 存在 , 显然 它 是 唯一 的 ， 并 称 为 该 代数 的 单位 元 
(identity ) . 

如 果 一 个 代数 对 其 所 有 的 元 素 x, y 具有 性 质 wy 二 yz, 那么 就 
称 为 可 交换 代数 . : 

是 周 东 的, 的 并且 它 风范 攻 对 所 有 的 9 We 人 
性 质 zol 和 jz| 1y| 称 为 范 数 的 次 乘法 性 质 . 

Banach 代数 ”一 个 Banach 代数 是 一 个 完备 的 赋 范 代数 , 即 
它 是 一 个 代数 同时 又 是 一 个 Banaoh 空间 . 

例 1 《i) 0, 用 通常 的 加 法 和 乘法 , 且 对 2E0， 定义 |z| = 
|z|， 这 是 具有 单位 元 的 可 交换 Banach 代数 . 当然 它 的 范 数 是 
飞 法 的 , 即 


lzyl = lzl lyl. 
(ii) RR, 就 其 通常 的 结构 来 说 ， 是 一 个 具有 单位 元 的 实 可 交 
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换 Banach 代数 ， 

例 & BR 关于 按 举 标的 线性 运算 , 以 及 = (ca oo) 时 ， 人 | 
= (cz 人 12 是 一 个 实 Banaoh 空间 ，B 在 “复数 ”乘法 ， 

一 (za Yi Ya Ya, v1 Ya 十 2 Y1) 
下 , 成 为 一 个 具有 单位 元 的 实 可 交换 Banach 代数 ， 注 意 , 这 时 也 
有 zol 一 |zl yl. 

例 3 C[0, 习 是 一 个 函数 代数 的 例子 ， 我 们 已 知 C[0， 革 ] 
是 Banach 空间 ， 若 现在 对 x, yEC[0, 局 ,用 wy 人 CD = 一 zy( 
来 定义 wy, 那么 由 于 两 个 连续 函数 的 乘积 是 连续 函数 ， 因 此 zyVE 
OL0, 如 .现在 很 明显 , C[0, 刁 是 一 具有 单位 元 的 可 交换 代数 , 而 且 
lo =max|zt) .9 人 | 一 12Go:gGto[ slzl :lyl, 因而 Cfo, 攻 
是 一 个 Banach 代数 ， 

例 4 第 二 章 例 9 的 空间 4 是 一 个 重要 的 Banach 代数 ， 称 
为 圆 盘 (qise) 代数 ， 象 上 面 例 3 那样 定义 逐 点 乘法 ， 那 么 4 是 
一 个 具有 单位 元 (jz) 一 1，|z|< 力 的 可 交换 代数 . 现在 | 天 = 
max|f(z)|, 即 |jzj < 上 的 最 大 值 作为 它 在 4 上 的 范 数 ， 显然 这 
个 范 数 是 次 乘法 的 ， 剩 下 的 是 要 证 明 4 是 完备 的 。 

， 设 (是 4 中 的 Qauehy 序列 , 那么 (J,()) 对 每 一 个 2 12 
<1 是 CO 中 的 Cauchy 序列 ， 因 此 当 %->oo 时 ， 刀 (一 Fe) 在 
ls| 和 1 上 的 收敛 是 一 致 的 ， 从 而 了 在 |z|<1 上 是 连续 的 现在 
” 设 工 是 1z|<1 内 的 简单 闭 曲 线 ， 由 于 六 (z)>f(z) 在 荆 上 是 一 至 
收敛 的 , 我 们 有 


Hm| jdz-| de 


由 Gauchy 定理 , 左边 的 每 一 个 积分 是 零 , 因此 它 的 极限 为 零 ， 于 
”是 对 |z| <1 中 的 每 个 工 , 右边 的 积分 是 零 . 由 Morera 定理 得 到 
f 在 |z| 二 1 上 是 解析 的 ， 因 此 fAE4, 从 而 4 是 完备 的 ， 
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例 5 用 M" 雪 东 ou 是 复数 的 mxn 一 (oy) 全 体 所 成 
的 集 。 如果 定 义 
”A+B=(@yt+0), A A Cha), 
那么 必 " 成 为 一 个 线性 空间 ， 通 常 矩 阵 的 乘法 
z (4B)i= > Qi Ops, 


使 MM" 成 为 一 个 代数 ， 和 矩阵 了 = 《65), 54 一 1,， 6w 一 0 (4 力 , 是 其 
单位 元 ， 如 所 周知 ,矩阵 乘法 是 不 可 交换 的 ， 定 义 


Al = max | > lay 1<i<n | 
=1 


这 使 Mr" 成 为 一 个 赋 范 代数 . 容易 证 明 ， 在 此 范 数 下 1" 是 完备 
的 . 

例 6 设 开 是 一 个 赋 范 空间 ,那么 孔 ( 开 , 筷 )， 即 所 有 闷 到 
自身 中 的 有 界线 性 算 子 的 集合 ,是 一 个 赋 范 线性 空间 . 此 结果 是 第 
四 章 8 2 定理 7 的 一 个 特殊 情形 . 现在 定义 4i, 43E€ B( 了 对, 肝 ) 的 
乘法 为 算 子 的 复合 (41 4s)% 4i(4s(o))， 显然, 当 41，hs 是 线 
性 的 时 ,41 4s 也 是 线性 的 , 并且, 当 41，Ahs 是 有 界 的 时 ， 

[C4143) (2)| < 1Asl: | Aso) < i A :Asl " |2|， 
”因此 14; 4sj 和 14 .4 ， 由 于 用 吾 (z) =z (对 所 有 2E 子 ) 定 

义 的 召 也 在 B( 耳 , 琅 ) th 我 们 看 到 B( 了 ,及 ) 也 是 具有 单位 元 的 
赋 范 代数 . 

”车 际 蚌 一 个 Banach 空间 ， 那 么 由 第 四 章 定 理 7 (ii) 推断 出 
B( 及 , 卫 ) 是 一 个 具有 单位 元 的 Banach 代数 ，B( 了 XX， 子 ) 是 所 调 
算 子 代数 的 一 个 例子 . 

在 任何 具有 单位 元 8 的 代数 中 ， 有 着 元 的 元 素 称 为 可 逆 元 , 即 

当 且 仅 当 存在 4 的 逆 元 y, 使 得 2y 一 Yee 时, 4 是 可 道 元 , 记 %= 
z-1， 注 意 , 当 w+ 存在 时 ,那么 它 是 唯一 的 ， 显 然 ,。 是 一 个 可 道 
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考虑 上 面 的 例 TG)，O 的 每 一 个 非 零 元 素 是 可 道 元 . 同样 BR 
的 每 一 个 非 零 元 素 ( 例 2) 是 可 逆 元 . 而 在 例 8 的 Cf0, 七 中 ,存在 
不 是 可 这 元 的 大 办 元 例如 ,给 出 z， 在 0, 地 | 上 ,2(2) 一 0; 在 
于, 直上， sw() =- 二 去 .这些 结果 引导 我 们 作出 下 面 的 定义 . 


可 除 代数 个 由 有 单位 元 的 代数 若是 其 中 丝 个 非 零 元 
素 都 是 可 道 元 ,就 称 为 可 除 代数 ， 

C 和 例 2 中 的 刀 都 是 可 除 代数 , 它们 都 是 可 交换 的 . 

一 个 四 维 不 可 交换 的 实 可 除 代 数 ， 是 由 著名 的 爱尔兰 数学 家 
W. R. Hamilton (1805—1865) 发 现 的 ，1878 年 Frobenius 证 明 
了 Hamilton 代数 ( 称 为 四 元 数 ) 实 质 上 是 唯一 的 有 限 维 的 不 可 交 
换 的 实 可 除 代数 . 

例 7( 四 元 数 ) ”这 个 代数 五 (代表 “Hamilton”) 是 实 线性 空 
间 BE, 赋予 了 一 种 特殊 的 乘法 而 成 为 不 可 交换 的 可 除 代数 ， 仿 效 
Hamilton 用 1, 6% j,& 表示 RB 的 单位 向 量 . 明确 地 说 ， 记 1= 
(1, 0, 0, 0), $= (0, 1, 0, 0), j= (0, 0, 1, 0), £= (0, 0, 0, 了， 
一 县 定义 了 乘积 钞 思 等 等 , 则 可 用 通常 的 方法 相 乘 
y= (m1 omat j vet kre) (Vit iyat jyst hy). 

单位 向 量 的 乘法 定义 为 
z 1.:m=m:1=m, m=1, %, 7,&k, 
=—1, m=%, j,k, : 
%j 一 一 人 一 8 ， 一 此 7 一 和， k= —ik=i. 

立即 看 出 ， Hamilton 已 牺牲 了 可 交换 的 乘法 在 高 今 有 
远 的 当时 是 一 个 大 胆 的 步骤 . 现在 验证 态 是 一 个 具有 单位 元 1 的 
代数 就 是 很 容易 的 事 了 . 

当 用 复数 进行 运算 时 ， 利用 共 罗 复 数 Z 一 人 4 一 40a 是 有 益 的 ， 
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这 时 wz= |z|”=w? 十 w3， 与 此 类 似 ， 对 每 一 个 zE 五 ， 令 了 = 全 一 

Im hw, 则 有 

.也 一 03 十 0 和 2 十 Z 3 十 2 ， 
由 此 产生 出 自然 的 范 数 / 
[zl = (v0) ™. 
”显然 ,五 在 这 个 范 数 下 是 完备 的 ， 对 任何 w, YE 及， 容易 验证 oy 
一 元 多 由 此 得 到 |zg| 一 1z| ,lyj， 现 在 , 若 = 关 g 则 jz| >0, 因 此， 
22|2| 一 一 二 由 此 z 的 逆 元 是 zol2?， 综 上 所 述 ， 五 是 一 个 不 可 
交换 的 实 Banach 代数 ， 
习 题 1 

1. 设 一 个 赋 范 代数 具有 单位 元 6, 证明 lel 之 1. 

2 在 一 个 赋 范 代数 中 , 证 明 乘 法 是 连续 的 ， 即 当 z->zo, gy>go 时 , zy 
xoyos 这 里 的 收敛 是 依 范 数 收敛 . 

3. 设 习 是 没有 单位 元 的 代数 ,考虑 笛 卡 儿 《Descartes) 乘 积 了 =0 x 忆 ， 
在 了 中 用 通常 的 按 坐 标 方式 定义 线性 运算 . 定义 了 中 的 乘法 如 下 

(Ms 11) (M2, To) = M1 Mg, M oa 十 和 201 十 022)。 

证 明了 是 一 个 具有 单位 元 的 代数 . 并 证 明王 可 同 构 地 怪 入 了 内 , 即 节 同 构 
于 了 的 一 个 子 集 ( 参 看 § 2 关于 同 构 代数 的 概念 ). 

4. 若 上 面 第 3 题 中 的 X 是 Banach 代数 ， 说 明 如 何在 y 中 定义 一 个 范 
数 , 使 了 成 为 一 个 Banach 代数 . 

5. 设 12) ={ 分 >0IZlz( 人 |<c}, 这 里 (在 本 问题 中 ) 是 对 一 
到 oo 的 天 求 和 ， 证 明 1(2) 是 一 个 线性 空间 ， 同 时 | 是 (2) 
上 的 一 个 范 数 .并 证 明 由 

TYyN) = DTN BYR) 

定义 的 zy 使 4(2) 成 为 Banach 代数 。 刚才 定义 的 乘法 通常 称 为 卷 积 ， 并 
且 常 用 wrxy 而 不 是 用 xy 表示 . 

6. 例 4 中 的 4 是 一 个 可 除 代数 吗 ? 

7. 证 明 对 %>1 时 , 例 5 中 的 Mr? 不 是 一 个 可 除 代数 . 

8. (i ) 若 x;y€ 瑟 , 瑟 为 四 元 数 代 数 ,证 明 zy=y'x, 并 推出 互 的 范 数 
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是 乘法 的 : 
zyl = zl yl. 
(ii) 设 z 了 6 是 互 的 元 素 , 令 zy= (1, 0, 0, 0) 的 系数 相等 ， 解 所 得 的 
四 个 方程 去 找 出 xz 的 逆 元 久 
(111) 证 明 有 无 限 多 个 XEH, 使 x? 二 一 1. 
(iv) 证 明 G={ 一 1，1, 一 1，j, 一 J]，, 一 %} 在 四 元 数 的 有 柔 法 下 大 一 
个 群 . 
9. 设 也 是 一 个 具有 单位 元 。 的 可 交换 代数 ,并 设 4 不 是 可 逆 元 , 且 定 义 
S={xy|y EX}. 
证 明 : 
(i) S+9%, 
(11) eB, 
(iii) S 是 义 的 一 个 线性 子 空间 ， 
(iv) 敬 s€X, 38ES9; 则 有 825€5 


$2 同 态 与 同 构 


在 代数 与 代数 间 的 映射 中 ， 保 持 线性 关系 和 乘法 运算 的 映射 

是 特别 重要 的 这样 的 映射 称 为 
” 同 态 ” 设 有 两 个 代数 他, 了 和 一 个 映射 /: 了 > 了 当 且 仅 当 

fTtnYy) = fr) tfY), fvY) =—=f(2) fy) 时 ， 即 /了 是 线 
性 的 及 乘法 的 时 候 , 称 /为 同 态 映射 : 

两 个 代数 之 间 的 一 个 同 构 定义 为 一 个 双 射 同 态 ， 一 个 同 态 
f: 和 ->O， 通 常 称 为 标量 同 态 ， 当 我 们 说 一 个 赋 范 代数 苹 上 的 
有 界 同 态 时 , 意思 是 指 ，|f (2)y< |z|z 对 于 某 个 常数 M 及 
所 有 zw€ 于 成立 ， 通 常 将 此 不 等 式 写 为 |/(w)1< MI|z|， 虽 然 在 
“<<” 两 边 的 范 数 可 能 是 不 同 的 . | 

Banach 代数 理论 的 一 个 特别 稀奇 的 特点 , 是 十 分 “平常 ”的 前 
提 有 “不 平常 "的 结论 ， 这 一 点 可 以 用 下 面 的 定理 工 为 例 很 好 地 说 
明 . 发 生 这 种 情况 的 原因 ,看 来 是 在 前 提 中 存在 如 此 多 的 结构 ( 解 
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术 的 和 代数 的 ), 用 “平常 一 词 来 描述 这 些 前 提 也 许 是 不 十 分 合适 
的 ， 

我 们 用 一 个 简单 的 引 理 来 作为 证 明定 理 1 的 开端 , 

引 理 设 工 是 一 个 Banach 代数 ,并 设 z 潢 足 1z|<1, 那么 
.存在 YEX, 使 y=w+y. | 

证 明 由 于 上 sl<1 以 及 1z*|<|zl, 级 数 一 2 一 2 一 2… 是 
绝对 收敛 的 ,而 X 是 Banach 空间 , 因此 这 级 数 收 敛 ( 第 四 章 $ 1 
定理 2). 设 级 数 的 和 为 y, 则 

00 一 一 妇 一 妨 一 寻 一 一 和 十 0 

定理 1 设 六 是 一 个 Banach 代数 , 且 f: 到 一 CO 是 一 个 标 
量 同 态 ， 那 么 |Jjo)| 委 |z| 对 所 有 2zE 成 立 ， 因 而 Banaoh 代 
数 上 的 标量 同 态 必定 是 一 个 连续 泛 函 . 

”证 明 假定 存在 x€E ,使 |f(%)| 一 zj, 那么 f(z) 天 0， 且 可 
写 z=s/f(%), 从 而 f(%) 一 二 且 |z|<1， 由 上 面 的 引 理 知道 , 存 
在 y, 使 2%=z 十 久 由 此 fw): 了) 一 f(z)++f(), 即 f(y)=1+ 
f(y), 这 是 了 矛盾 的 ， 因 此 对 所 有 的 w%, 必 有 |f(w)|<<|wl. 

本 章 § 1 提 到 过 ，Frobenius 已 证 明 四 元 数 代数 瓦 是 唯一 的 
有 限 维 的 不 可 交换 的 实 可 除 代 数 ， 其 意义 为 每 个 这 样 的 代数 同 构 
于 万, 事实 上 ,Frobenius 证 明了 更 多 , 即 仅 有 三 个 有 限 维 的 实 可 
除 代数 ，R，R? (用 复数 的 乘法 ) 和 五， 这 个 一 般 结果 的 证 明 是 相 
当 复 杂 的 ,我 们 不 希望 详细 讲 它 ， 然 而 ,一 维 的 情形 是 十 分 简单 的 
而 且 可 以 作为 例子 说 明证 明 的 思想 ， 

定理 2 设 芝 是 一 维 的 实 可 际 代 数 , 那么 革 同 构 于 代数 R. 

证 明 设 。 是 总 的 单位 元 , 且 设 { 菇 是 马 的 Hamel 基 , 因 
为 妇 在 台中 , 存在 唯一 的 实数 入 , 使 = 和 0， 由 此 得 2040 一 和 6) 
=0， 但 0#0 因此 存在 57, 使 (0 0 一 入 e)=00=0 即 0= 
Xe。 现在 每 一 个 zE 交 可 唯一 地 表 为 = 人 2 一 由 Ne， 很 清楚 ， 从 
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卫 到 且 的 映射 nz->u 和 是 线性 的 , 乘法 的 , 并 且 是 双 射 的 , 即 它 是 
一 个 同 构 . 

在 第 三 章 定理 8 已 证 明了 每 一 个 % 维 线性 空间 都 同 构 于 Cr. 
很 自然 地 要 寻求 对 于 % 维 代数 (代数 的 维 数 即 它 作为 线性 空间 的 
维 数 ) 的 类 似 结果 .这 个 类 似 的 结果 由 下 面 的 定理 提供 . 

定理 3 每 一 个 具有 单位 元 。 的 nn 维 代数 及， 同 构 于 一 个 
nxn 矩阵 代数 . 

证 明 设 zE 了 ,对 zz 用 一 个 上 映射”: 邯 -> 于 与 之 对 应 ,2 由 
vw*(y) =wy, 对 所 有 YE 定义, 现在 可 作出 一 个 映射 f: XX 一 上， 

这 里 f(z) =w', 工 是 所 有 映射 z* 的 集合 ， 容 易 验 证 ，f 在 子 上 

”是 线性 的 ， 现 在 证 明 / 是 乘法 的 . 若 "= 办 swo, 由 映射 乘法 (复合 ) 
的 定义 知道 ,对 任何 y, 有 

OLLI ACADE EACADE EACACODE LA 
因此 对 所 有 gy 有 (9) 一 ( 避 史 ) (9), 即 信 = 双 信 也 就 是 ca oo) 
=f (v1) *f (va) 

现在 了 是 单 射 的 ,因为 f (cnD = oa) 蕴涵 邓 (0) = 的 于 
有 y 成 立 ， 取 ye 即 得 21 一 ws. 由 工 的 定义 ,还 有 (了 ) = 
此 , 子 同 构 于 由 子 到 它 自身 中 的 映射 组 成 的 某 个 代数 ， 和 
们 还 未 用 到 下 是 % 的 吾 和 到 在 完成 定 更 的 证 明 如 下 设 {0 


1. 设 卫 是 一 个 有 限 维 实 可 除 代数 具有 单位 元 e, 证 明 每 一 个 2 满足 一 
个 二 次 方程 
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和 66 十) 十 322 一 0， 
其 中 系数 是 实 的 而 且 | 和 | 十 |X2o| > 0. 
2. 设 ‖ zl 和 cec< 二 其 中 2 是 具有 单位 元 e 的 Banach 代数 的 元 素 , 证 明 


(i) (e+ 四 有 = 六 Drmeste—.., 


(ii) (e+ 人 -一 e+zj 和 jzl2， 
MM 是 某 个 常数 . 

3. 是 一 个 代数 ，S= 二 {x EX|xy==yxw 对 所 有 YE ZX}. 集合 S 称 为 了 
的 中 心 ， 证 明 仿 是 又 的 一 个 子 代数 , 即 在 习 的 代数 运算 下 ，S 自己 是 一 个 
代数 . 

”4. 科 是 一 个 代数 , 工 是 和 的 线性 子 空间 , 且 当 ze 和 , iEI 时 ,有 wieI 
和 izEI， 这 样 的 1 称 为 也 的 一 个 理想 ,定义 z~y 的 意义 为 -yeEI， 证 
明 “~” 是 一 个 等 价 关系 , 且 当 wma yi~ya 时 , 可 推出 zi 负 ~xaya， 车 如 
是 含 z 的 等 价 类 ,定义 s+E,=Bory, 入 Bo=EBiw, Bo By 一 Boy， 证 明 : {Bo| 
ze 加 是 一 个 代数 .这 个 代数 就 是 所 谓 并 关于 理想 了 的 商 代数 , 用 开 /T 表 示 . 
. 设 和, 了 是 代数 , f: 到 一 工 是 一 个 同 态 ,证 明了 的 核 
Ker(f)={r€E XIf (4) = 全 | 
是 X 的 理想 ,理想 的 定义 见 第 4 题 。 证 明 ， 当 和 且 仅 当 了 是 同 构 时 , Ker(f) = 
{90}. | 
6. 在 第 5 题 中 , 名 同 态 了 是 满 射 的 ,证 明 商 代数 苹 /Ker(f) 同 构 二 了, 
7. (i) 革 是 一 个 代数 ，S 是 卫 上 的 所 有 标量 同 态 的 集合 ， 六 的 根 
(radical) 定 义 为 
rad(X)=N {Ker(f) lf ES}. 
证 明 rad( 叉 ) 是 一 个 理想 ， 即 rad(X) 是 二 线性 子 空间 ， 而 由 ie rad(X), 
XE 斌 有 人 江 和 wi€rad(X). 

(il) 设 和 XX 是 2x23 和 矩阵 和 4 中 az1==0 的 烙 阵 的 集合 证 明和 在 矩阵 乘法 

下 是 一 个 代数 , 且 


1 0 0 1 0 ") 
(6 1) (0 站) (。 1 
是 XX 的 一 个 Hamel 基 , 由 此 决定 中 中 的 集合 S, 且 证 明 


0 
r(x) ={(0 ) 


:E01. 
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SN3 谱 和 Gelfand-Mazur 定理 


本 节 主 要 的 是 证 明 Gelfand 和 Mazur 的 著名 的 结果 ， 复 代 
数 C 是 唯一 的 复 Banach 可 除 代数 , 它 的 意义 是 每 个 复 Banach 
可 除 代数 都 同 构 于 C. 

为 证 明 此 定理 , 我 们 规定 一 些 记号 ， 作 出 某 些 定义 作为 准备 . 
本 节 除 非特 别 指出 , 也 都 表示 一 个 具有 单位 元 。 的 Banach 代数 . 
代数 总 是 理解 为 一 个 复 代数 ， 虽然 有 时 并 不 强调 这 一 点 。 除非 作 
出 相反 的 特别 说 明 , 下 就 不 必须 是 一 个 可 除 代数 . 

可 逆 元 设 wE 了 及 , 当 且 仅 当 存在 4s- 时 称 2 为 子 的 可 逆 元 . 
用 品 表示 所 有 可 逆 元 的 集合 . 

正则 点 ” 设 给 定 xE 卫 ，XE OQO， 当 且 仅 当 w 一 ED 时, 称 和 
为 z 的 一 个 正则 点 ， / 

谱 一 个 元 素 zE 了 的 谱 o(z), 是 2 的 所 有 非 正 则 点 的 集 
合 ， 因 此 , 当 且 仅 当 w 一 %U 时 ,和 Ec(o). z 

我 们 注意 ，o(z) 是 O 的 子 集 ， 下面 的 定理 10 证 明了 对 一 复 
的 具有 单位 元 的 Banach 代数 中 的 每 个 2， 总 有 o(%) 8. 而 对 
实 的 情形 , 则 可 能 存在 使 0(%) = 外 

例 8 考虑 具有 单位 元 的 实 Banaoh 代数 M? (参看 例 路, 要 
找 o(4), 这 里 


现在 o(4)= {AEBR|A4 一 AT 无 逆 元 }。 利用 一 个 已 知 的 矩阵 代数 
的 基本 定理 , 即 当 且 仅 当 det(4 一 和 也 =0 时 ,4 一 和 没有 逆 元 . 因 
此 ，o(4A) 一 {AMERIdet(4 一 AT) 一 0}, 但 det(4 一 入 了 DD) = 入 十 1， 
没有 实数 值 使 类 十 1=0 成 立 , 因此 oC(4) 一 外 

读者 可 能 知道 ， 某 些 算 子 的 特征 值 理论 在 量子 力学 中 是 极为 
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重要 的 ， 我 们 并 不 认为 在 这 里 讨论 量子 力学 中 碰 到 的 问题 是 适宜 
的 ， 然 而 ,我 们 将 定义 赋 范 线性 空间 的 算 子 的 特征 值 这 一 术语 , 并 
是 表明 这 个 概念 与 算 子 的 谱 有 怎样 的 关系 . 
| 算 子 的 特征 值 设 也 是 一 个 赋 范 线性 空间 ，4 是 于 到 它 且 
身 中 的 有 界线 性 算 子 的 集合 召 ( 天 ,天 ) 中 的 一 个 元 素 . 对 于 和 GE， 
当 且 仅 当 至 少 存在 一 个 zx0， 使 4z=X2 时 ， 称 和 是 4 的 一 个 
特征 值 ， 用 Eig(4) 表 示 4 的 所 有 特征 值 的 集合 . 

在 算 子 的 通常 的 代数 运算 下 ,集合 BLX, XX) 是 具有 单位 元 的 
一 个 代数 .因此 可 考虑 B(X, 了) 中 的 一 个 算 子 4 的 谱 e(z). 

特征 值 的 集合 和 谐 之 间 的 一 般 关 系 由 下 面 定 理 给 出 ， 

定理 4 Hig (4)Ce(4)， 

证 明 由 入 EEig(4) 知 , 存在 jo， 使 4zmo= 和 xzo， 即 (4 一 
和 及)zo 一 0, 这 里 的 召 是 恒 等 (identity) 算 子 . 现在 车 (4 一 入 EB) 
存在 , 则 它 是 一 个 线性 算 子 , 且 有 | 

(A—AB)-1 A AB) (A—AB)-10=0, 

即 x0o=0.， 这 与 mo 关 0 了 矛盾. .因此 ，4 一 各 没有 道 元 ， 即 入 € 
0o(4). 定理 证 完 . 

定理 4 中 的 “C” 可 以 是 严格 的 . 

例 9 考虑 算 子 4: ty>ls, 它 由 

Az= (0, v1, To, *…) 
给 出 ,其 中 z= (ci za vs, …) Els， 显 然 , 4 是 线性 的 及 有 界 的 . 
我 们 将 证 明 Eig(4) =8, 但 0€Eo(4)， 首 先 ,着 0EEig(4), 那么 
对 菜 个 2 关 0, 成立 (0，w1i,， za,…) = 册 这 是 不 可 能 的 ， 其 次 ， 奉 
入 E Eig(4), 和 0, 则 存在 wj 大 8, 使 得 
(0, ws, wa, ***) = (Ni, 入 we，…) 

成 立 。 因此 ，0= zw m1 二 Avi … ,从 而 z= 二 0 族 盾 .因此 Big( A) 
一 由 
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现在 , 0Ec(4)， 当 且 仅 当 4 没有 逆 元 时 成 立 . 但 4 是 没有 
道 元 的 ,因为 车 4 有 逆 元 4 则 4(4-1w) =z 对 所 有 的 w%Eza 成 
立 . 令 z= (1 0, 0, …) 则 得 到 4(4-14w) = (1, 0, 0, …), 而 由 4 
的 定义 得 到 4(4-1w) (0, 0, …)， 这 矛盾 表明 4 没有 逆 元 ， 因 
此 ,oo(4) 包含 0. 

由 此 得 到 一 系列 结果 , 其 顶峰 是 Gelfand-Mazur 定理 . 

定理 6 若 |e 一 2 <1, 那么 vzEL， 


证 明 S| (6 一 2)*|<oo, 因此 车 写 > 一 6 一 (e 一 邮 ， 就 有 
w (et > (e—2)* )- 6， 
即 % 的 道 元 是 oe 十 (0 一 2)”， 


推论 著 XEC 且 |z|<|X|, 那么 2 一 %ETD. 

定理 6 U 是 X 的 一 个 开 子 集 . 

证 明 设 EU, 记 S(z)={y| |z 一 中 过 lz 中富 ， 则 |e 一 
yx 十 过 1, 对 yES(z) 成 立 . 

由 定理 5 得 到 , 当 yES(z) 时 ,yz +EU， 现在 当 yE€5(%) 时 ， 
y 有 逆 元 2-1(y vw 下)-+， 因 此 ,由 yES(w) 必 有 YEU， 所 以 U 是 
开 集 . / 
定理 ? 对 每 个 2EX, 谱 o(w) 是 0 的 一 个 紧 致 子 集 . 

证 明 ”由 Heine-Borel 定理 ,只 要 证 明 c(z) 是 有 界 闭 集 就 够 
了 . 取 和 Eco), 则 % 一 Ae4 吕 ， 由 定理 5 的 推论 得 到 jz|> [Xl 
因此 ,o( 抱 在 以 (0, 0) 为 中 心 , |z| 为 半径 的 圆 盘 内 . 

现在 设 NE ~o(z), 则 z 一 neEU. 记 z 一 ef(%), 由 定理 
6 知 ,存在 SCfOo))CU. 令 和 > 和 wo, 则 了 (OA) 一 了 (No), 从 而 存在 一 
个 邻 域 天 (Xo), 使 当 XEN G0) 时 ，f(X) ES(Cf (0)) 成 立 ， 因 此 ， 
由 入 ENW(N0) 必 有 (NW) EU， 由 此 和 WE ~o(4). 于 是 ~o(w) 是 开 
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集 , 从 而 ow) 是 闭 的 . 

定理 8 设 % yoEU, 那么 当 %->yo 时 ,有 

(i) yyo—>e, (ii y > . 

证 明 (i》 给 定 s>0 若 和 yo 则 9%1%>e, 六 此 , 存在 3 

使 当 |y 一 yo <51 时 ,有 yy 一 el <2， 由 定理 2 有 
(yy) -t=e+ Ee—y!y)”, 
y 1yo—e=Z>(e—Yy 四) 

因此 , 当 ly 一 yol <<61 时 ,有 


jy yo—el <> le 一 ol 六 -二 
取 n 充 分 大 ,使 怀 - 议 <8 且 选 择 88= 9a(s) 充 分 小 , 使 当 |y 一 go 
<<0s 时 ,有 限 和 | 


> lovy'yl"<e. 
这 是 可 能 的 , 因为 当 y->yo 时 ,有 WW1Yy->e， 因 此 , 只 要 | 一 9 天 
min (61，62) , 我 们 就 有 |y Vo 一 el 过 2 8, 这 证 明了 (i). 
(让 ) 由 外 知道 , 当 y>%o 时 ,有 Yo>e, 因此 
[iyd)yo -yo |<|ya ly yo—el->0, 
即 当 儿 ->o% 时 , 有 扩 二 >%51. 
定理 9 ”对 每 个 2€ XX, w() 一 (% 一 2M) 在 ~o (cz) 上 是 解 
析 的 . : z : 
证 明 车 入 E~o(w), 则 (w 一 Ae) EU， 因此 ,zx( 和 ) 有 定义 .由 
定理 7，~o(z) 是 开 集 ， 现 设 和 ,hE ~o(w), 那么 容易 验证 : 
of 和 Xo) 一 ZX) + No— NALA LN). 
由 定理 8( 让 , 当 和 ->% 时 ,有 z(N) 一 ZXo)， 由 此 


vw( 和 ) 一 2 (No) _> 9 
XN {% (Ao)} ( 当 和 > 和 0)， 
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这 样 ,在 第 四 章 $5 所 规定 的 意义 下 ,z(X) 是 解析 的 . 

在 这 个 阶段 ， 我 们 提醒 读 者， 之 是 一 个 具有 单位 元 的 复 
Banach 代数 . 

定理 10 对 每 一 个 GE 于，(z) 关 由 

证 明 者 o(w) = 办 则 对 所 有 的 入 ,sz$ 一 Ae 有 逆 元 , 即 

WA)= (£—Ae) 
对 所 有 的 入 存在 ,由 定理 9，z( 和 ) 是 一 个 整 函数 , 现在 铝 入 头 0, 则 
(vw—Me) = | | ez/ 

因此 , 当 | 和 | 一 oo 时 ,xz() 一 0， 于 是 ,zw() 在 C 上 是 有 界 的 ， 由 
推广 的 Liouville 定理 (第 四 章 $5 定理 20) 有 2(X) =z(0) 对 所 有 
的 入 成 立 ， 令 |%|->oo, 得 2(0)=0, 因此 对 所 有 的 入 有 2z(w 0. 
”由 此 得 到 (z 一 Xe)z() =0, 即 e=0, 与 下 是 一 个 具有 单位 元 e 天 8 
的 代数 矛盾 ， 因 此 , o(%) ¥*9. 

现在 可 以 证 明 Gejfand-MaznT 定理 了 . 

定理 11 设 X 是 一 个 复 的 Banaoh 可 除 代 数 , 那么 子 与 0 
同 构 


证 明 ”由 定理 10, 若 z€EY, 则 有 ow) 关 8, 因此 存在 NE oC2), 
使 得 % 一 Ae 没有 逆 元 ， 由 于 诗 是 一 个 可 除 代数 ,由 此 得 到 % 一 和 Ae 
9, 即 w=Xe， 于 是 对 每 一 个 zxE 和 ,有 一 个 使 "= 和 Xe 的 EO 与 
之 对 应 ， 这 个 和 是 唯一 的 , 因为 藻 2 一 和 8，2 一 e，w 一 入 一 凡夫 0， 
则 有 we= 因此 e=g, 矛盾 . 
概括 起 来 ,有 一 映射 f; 到 一 0 它 由 f(z) = 和 给 定 ,其 中 2= 
和 6， 现在, 者 = 和 Ae, y=46, 则 zy 一 以 十 Ww)e，zY 二 (入 )e， 所 
以 了 是 线性 的 及 乘法 的 车 1 (2%) 二 了 (9Y), 则 有 和 =, 因此 有 4. 
最 后 若 给 定 入 EO， 则 元 素 z= 和 Ae€ XX 满足 1(w) = 入 ， 因 此 f 是 双 
射 的 ， 
这 就 证 明了 和 定理， 
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推论 设 并 是 一 个 复 的 Banach 可 除 代数 ， 那 么 
(i) 瑟 必定 是 可 交换 的 ; 
Gi) 总 必定 是 一 维 的 , 

证 明 (i) 设 w YE 子 , 则 w=NAe, ye, 因 此 
vy~= (Nhe) (We6)— (HW)e= (WNe=Yys, 

(ii) 很 明显 ,集合 ie} 是 的 一 个 Hamel 基 . 


习 题 3 


1. 设 卫 是 具有 单位 元 的 代数 ,证 明 可 着 元 的 集合 也 是 一 个 乘法 群 
2. 设 4e 1M" ( 见 例 5), 证 明 o(4) 必 定 非 空 ,但 至 多 有 "个 元 . 


3. 设 
a 5b 
ec qd 


证 明 当 且 仅 当 (4 填 Q)?=4det( 妇 4) 时 ,o(4) 是 只 合 一 点 的 集合 ， 

4. 对 一 个 代数 中 的 任何 集合 5S, 设 攻 二 fa"|a€ 5}， 若 苹 是 一 个 具有 

单位 元 的 Banach 代数 , 证 明 
Oo (XK)"=0(%") (n=2, 3, .…). 

提示 :对 每 一 个 复数 #, 有 Xx" 一 2*e 一 (tw 一 ?6) Cn 十 十 的 6)。 

5， 对 第 4 题 中 的 闻 , 记 7?(Y) = 二 supt| 和 || 入 Eolz)}, 则 称 7(zx) 是 x 的 谱 
半径 ， 证明 0<r(x)<<jzxl.， 用 ow)"=oCx") 证 明 ?Cw")==47(w)}”， 且 推 
导出 : 

7 1) <lim inf, lwrli/7, 
6. 第 5 题 中 ,假设 ?+(x) 是 正 的 ,证 明 
> 
对 | 和 |<?(%) 发 散 ,而 对 | 和 | 和 r(x) 收敛 ,并 推导 出 
7 (2) =lim supallz" lt/?, 
还 要 证 明 此 公式 对 ?+(《z) =0 也 成 立 . 
将 第 5 题 和 第 6 题 结合 起 来 , 证 明 
7 x) =lim, lw" ti, 


7. 设 4; 11 由 47 一 (ra 0a 定义 ,其 由 w= (Wl, 2， …) En. 证 
. 161. 


明 4 是 有 务 线 性 算 子 , 且 4l=1. 、 

对 于 代数 BQ, 0， 证 明 当 | 和 | >1 时 , 必 有 和 FoC4), 且 当 和 <1 时 , 必 
有 和 *€ Big(4).， 推出 4 的 谱 是 复 平面 内 的 闭 单 位 圆 副 . 

3S. 对 X= (Vi, X2,…) E13, 定义 4A: 1 一 >j3，47Z 一 (0,， wi, ro, …)， 求 算 
子 4 的 谱 . 这 里 基础 的 代数 是 BG, 14). 

9。 设 4: 1 一下 由 下 面 无 限 和 矩阵 定义 : 


有 了 


于 是 4X 一 (2 十 023 十 04 十 ……， 1] 9 V3y …)， 其 中 和 一 《21， V9, …). 设 D= 
{|X1<1} 且 为 =(1+V5)/3, 证 明 o(4) 二 DU {No}， 这 里 基础 的 代数 
是 BQ, l2). 


$4 Gelfand 表示 定理 


本 节 假 定 了 是 具有 单位 元 e 的 可 交换 的 Banach 代数 .我 
们 的 目的 是 证 明 Gelfand 的 基本 定理 的 弱 形 式 ， 它 告诉 我 们 一 个 
某 种 类 型 的 Banaeh 代数 ( 称 为 半 单 纯 的 ) 同 构 于 某 个 函数 代数 . 

首先 定义 一 些 在 证 明 Gelfand 定理 中 用 到 的 简单 概念 ， 设 一 
集合 TC 卫 ， 当 且 仅 当 I 是 于 的 线性 子 空间 , 且 由 wEX, yET 
必 有 wyEIT 时 , 称 1 是 一 个 理想 ， 若 包含 关系 TCX 是 严格 的 ， 
则 了 工 称 为 真理 想 ， 

若 (i) 玉 是 一 个 真理 想 ; (i 对 于 一 个 理想 只 要 了 1 是 
严格 的 , 便 有 工 = 子 , 则 称 及 是 极 大 理想 , 由 于 假设 卫 有 单位 元 ， 
所 以 有 于 关 { 引 ， 于 是 {人 ) 是 一 个 真理 想 ， 象 前 面 几 章 一 样 , 利 
用 Zorn 引 理 ,很 容易 证 明 存在 一 个 极 大 理想 1 , 使 {0} CM 因 
此 ,每 个 对 都 包含 一 个 极 大 理想 , 所 以 “所 有 极 大 理想 的 集合 从 ” 
的 说 法 是 有 意义 的 ， 
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当 且 仅 当 
NM= {0} 


Mt 
”时 , 称 了 是 半 单 纯 的 . 

用 五 ( 必 ) 表 示 所 有 在 丰 上 有 界 的 复 值 函 数 的 集合 ， 对 逐 点 
加 法 和 乘法 ,( 履 ) 构 成 具有 单位 元 的 可 交换 的 Banaoh 代数 ， 现 
在 按照 我 们 需要 的 形式 来 叙述 Gelfand 表示 定理 . 

定理 12 设 到 是 一 个 县 有 单位 元 的 半 单 纯 可 交换 的 Banaoh 
代数 .那么 肝 同 构 于 函数 代数 / 故 ) 的 一 个 子 代 数 . 

证 明 设 ME 和 软考 虑 商 代 数 互 /2 象 本 章 习题 2 第 5 题 
一 样 , 只 要 用 WY 代替 那里 的 工 即 可 定义 忌 /M， 由 于 放 是 一 个 
极 大 理想 , 由 此 产生 的 卫 /M 是 一 个 可 除 代数 ， 为 了 证 明 这 一 点 ， 
取 与 / 的 任何 非 零 元 召 , 即 妞 关 大， 取 wE BH, 且 考虑 

I={%y—m|y EX, mEM}, 
于 是 1 人 是 严格 的 包含 ， 且 工 是 一 个 理想 .由 于 MM 是 极 大 理 
想 , 必 有 工 = 民 , 由 此 eE 工 因此 对 某 个 VE 开 ， 某 个 mEM, 有 
wy 一 m 一 6， 于 是 车 By 是 含 y 的 等 价 类 , 则 

BiBy= Ente=~ {2|z— (m+e) E M} = {1z|z—e€E M} = BE,. 

因此 加 是 如 = Bs 的 逆 元 , 所 以 卫 /M 是 可 除 代数 ， 再 定义 

|B = inf {ly| |y € Be} 
使 并/M 成 为 一 个 赋 范 空间 ( 见 第 四 章 8 1). 现在 用 的 闭 包 再 是 
一 个 真理 想 . 因为 容易 验证 页 是 一 个 理想 , 并 目 若 w€EMUM 则 ww 
不 存在 , 否则 eE M, 从 而 下 = 马 , 了 矛盾， 于 是 下 CC~ 了 ,由 定理 6 
知 UU 是 开 集 , 从 而 政 C 二 T- ~UJ， 但 是 e 扩 ~D, 所 以 e 竺 丽 , 因 
此 用 是 一 个 真理 想 ， 现在 用 = 敢 , 因 为 车 MC 殉 是 严格 的 , 则 
服 = 卫 , 与 肌 是 真理 想 矛 盾 ， 于 是 M 是 一 个 闭 的 极 大 理想 .由 
第 四 章 定 理 3 知 /及 是 一 个 Banach 可 除 人 代数， 由 Gelfand- 
Mazur 定理 (定理 11) 知道 , 互 /M 同 构 于 0. 
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下 一 步 的 工作 是 建立 耶 与 ( 必 ) 的 子 代数 之 间 的 同 构 ， 取 
wE 玉 , ME 艇 ， 设 加 E 及 /有 是 一 个 合 w 的 等 价 类 ， 由 Gelfand- 
”Mazur 定理 , 一 入 加, 这 里 入 = 入 (w, 人 ) EO， 用 Zz 表示 前 上 的 
函数 ,定义 为 2(M) =X(z，M)， 于 是 有 映射 f: 卫 >f( 必 ), 它 由 
f(g) 一 乡 定义 ， 由 GQelfand-Mazur 定理 知道 入 作为 2 的 一 个 函数 
是 一 个 同 态 . 例如 , (2) 十/(Y) 一 4 十 9 一 f(z 十 四)， 因 为 $M) 十 
CM) = (w+) (MM) 对 每 个 成立. 现在 , f 是 单 射 的 ， 因 为 如 果 
Fo) f(y), 那么 XC(w 一 y, 1) =0 对 所 有 的 用 成 立 ， 所 以 日。， 
一 0. 力 ,一 MM 对 所 有 的 1 成立， 于 基 2 一 yE 站 {MIME 愉 }， 又 
由 于 忆 是 半 单 纯 的 ,有 ww 一 y=0, 由 此 f 是 单 射 的 . 

现在 很 清楚 ， 互 在 下 的 象 是 在 上 所 有 复 值 函数 所 成 代数 
的 一 个 子 代 数 . 最 后 , $ 在 收 上 是 有 界 的 ,因为 Bs(M)= 
A(z, 及 ) AM), 必 有 

z IsCM) | BM) SIE M)T. 
但 [B.CM)|< ll EE, M)|>1, 
由 此 ，|Z(M 下 站 志 |z| 对 每 个 用 成 立 ， 于 是 4 在 履 上 是 有 界 的 ， 
从 而 完成 了 定理 的 证 明 . / 

注意 , 我 们 已 证 明 的 仅 是 Gelfand 表示 定理 的 弱 形 式 ， 定理 
的 强 形式 断言 ， 每 一 个 具有 单位 元 的 半 单 纯 的 可 交换 的 Banach 
代数 同 构 于 紧 致 Hausdor 企 空间 朴 上 的 连续 复 值 函 数 的 代数 的 
一 个 子 代 数 ， 要 证 明 此 结果 , 需要 比 我 们 掌握 的 更 多 的 拓扑 知识 . 
有 兴趣 的 读者 要 详细 了 解 时 ， 可 参阅 更 高 深 的 关于 Banach 代数 
的 著作 ， 


习 题 4 


1. 0) 设 筷 是 具有 单位 元 的 可 交换 代数 ， 且 假设 了 是 至 的 一 个 真理 
想 . 在 X 的 所 有 真理 想 中 ,以 集合 的 包含 作为 其 半 序 关系 .用 2orn 定理 证 
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明 存 在 一 个 极 大 理想 避 , 使 性 坟 L. 
”Gi 设 xweE~0V, 证 明 1= {wyly€X} 是 X 的 一 个 真理 想 ， 利 用 (证 明 
存在 一 个 含 的 极 大 理想 . 

2. 设 及 是 一 个 有 单位 元 的 可 交换 Banach 代数 ， 证 明 对 每 个 ec 欢 ， 
有 入 (e,， M) ==1, 以 及 当 且 仅 当 w EM 时 , 和 (xz, 巡 ) =0 成 立 ， 这 里 的 记号 与 
Gelfand 定理 中 的 相同 . 

- 3. 人) 设 对 是 一 个 具有 单位 元 的 可 交换 Banach 代数 , 记 T=n {XM| 

M & 丛 }. 证 明了 I 是 一 个 闭 理想 ,并 且 /I 是 半 单 纯 的 . 

(ii 证明， 当 且 仅 当 对 任何 用 CE 从, A(w, 及 ) 一 0 成 立时 ,z ED。 提示: 
利用 第 1 题 (让 及 第 2 题 的 第 二 部 分 。 
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第 六 章 Hilbert 空间 


$1 内 积 空间 和 Hilbert 空间 


在 这 一 章 里 , 我们 将 到 Hilbert 空间 作 一 短暂 游览 ， 了 ilpert 
空间 的 现代 发 展 主要 地 不 是 在 空间 本 身 的 理论 方面 ， 而 是 在 空间 
上 的 算 子 理论 方面 ， 不 过 在 这 本 入 门 性 质 的 书 中 ， 我 们 不 打算 讨 
论 任何 算 子 理论 .我 们 想 要 进行 的 全 部 工作 就 是 定义 象 内 积 空 
间 、Hilbert 空间 、 标 准 正 交集 这 样 一 些 基本 概念, 并 证 明 一 些 经 
典 的 定理 ，Riesz-Fischer 定理 ,Parseval 定理 , Riesz-Fréchet 定 
理 , 以 及 纪实 质 上 是 唯一 的 无 限 维 可 分 离 的 Hilpbert 空间 的 结论 ， 

Hilbert 空间 的 理论 可 以 说 是 在 1912 年 从 Hilbert 的 
“Grundzuge einer allgemeinen Theorie der linearen Integral- 
gleichungen (线性 积分 方程 一 般 理论 要 义 ) 开始 建立 起 来 的 ®， 
但 是 过 了 一 些 年 才 由 著名 数学 家 J. von Neumann(1903 一 1967) 
提供 了 公理 基础 . 

基本 的 基础 结构 是 . z 

内 积 空间 ”内 积 空间 苹 (或 pre-Hilbert 空间 /是 一 个 具有 
肉 积 ()): 了 x 革 >C 的 复线 性 空间 , 使 得 ，G) (%, ) = (y, 0); 
(ii) (Aw+iy, 2)=AW, 2) +w(Y, 2); (i) (2, %) 之 0， 只 有 当 
v4 时 取 等 号 . 

在 (让 中 ( 太 名 表示 (y, 2%) 的 复 共 红 ， 在 (i) 中 ，z, y, * 属于 
王 , 而 人 几 属 于 C， 对 于 内 积 还 有 另外 的 记号 ,如 zz， y》，(21y) 
等 ,但 我 们 不 采用 这 些 记号 ， 此 外 ,有 些 人 用 % 表示 复 共 轿 , 而 不 

由 D. Hilbert (1863 一 1943)， 是 德国 大 数学 家 ， 曾 在 数理 逻辑 、 分 析 、 几 何 和 数 
学 物理 等 方面 有 过 重要 的 贡献 。 
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用 元 
从 人 和 (区 ,我 们 可 以 得 到 (o, Ny 十 2) =X(z, 9) 二 Cv, 及 
对 于 且 中 任意 的 %, y 和 C 中 任意 的 我 们 有 
0O< (一 人， vw—AY) = 2, 2) —2 Re[Ay, 2)] + |A|?(y, Y), 
适当 地 选取 ), 即 得 
| WD) | 二 (wo wo) (y, 力 [Schwarz 不 等 式 ]; 
定理 1 每 一 内 积 空间 都 是 在 | | -十 VC 何 下 的 同 范 线性 


证 明 根据 内 积 空 间 定 义 中 的 (iii)， jzj -0 意味 着 2 一 0 

(Mw, 和 oO 一 入 (OO 一 | (0C，2)， 

从 而 1z| = 一 ii 

由 于 (w+iy, +9) = (%, 2) 十 2 Rel(%, Y)1 + (Yy, Y), 

并 根据 Sehwarz 不 等 式 ， 
lzt+ ye< |zl?+2lel: yl + yl, 

房 以 z+yl < |zl + lyl. 

于 是 我 们 证 明了 一 个 内 积 产生 一 个 范 数 ,|z| 一 十 ~ (2,%). 

Hilbert 空间 Hilbert 空间 是 完备 的 内 积 空间 ， 也 就 是 范 
数 是 由 内 积 产生 的 Banach 空间 . 

间 构 内 积 空间 ”两 个 内 积 空间 XX,. X" 称 为 同 构 的 , 当 且 仪 当 
存在 一 个 f: 于 -> 了 ,使 得 了 是 线性 的 、 双 射 的 , 并且 对 于 所 有 的 
2 yE 了 ,满足 (f(%), f()) = (%, 9). 

在 同 构 空间 的 定义 中 ,对 于 在 了 中 的 内 积 ,我 们 用 了 和 在 了 
中 相同 的 记号 ， 因为 Hilbert 空间 是 内 积 空间 , 所 以 同 构 概 念 对 
Hilbert 空间 也 是 适用 的 . 

我 们 注意 到 ， 在 Hilbert 空间 的 定义 中 容许 有 限 维 空间 ， 有 
些 作 者 则 要 求 Hilbert 空间 应 该 是 无 限 维 的 ， 因 为 有 限 维 空 间 没 
有 多 大 意思 ， 当 维 数 问题 突出 时 我 们 再 加 以 明确 说 明 ， 
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例 1 (i 0 是 在 内 积 ，(%, 细 -> zx gx 下 的 一 个 nw 维 
Hilbert 空间 . 


G O[0, 本 是 在 (w, 切 =| =(D7C dt 下 的 一 个 无 限 维 内 


积 空间 ， 这 不 是 一 个 Hilbert 空间 ， 因 为 它 在 |z| = VCz, 人 下 是 
不 完备 的 ， 
Gi) Is[0, 必 是 在 (z, ) ~| “GO VOD dt 下 的 一 个 无 限 维 


Hijbert 空间 .其 完备 性 已 在 第 四 章 $1 中 得 到 证 明 . 

(iv) 设 4 是 一 个 指标 集合 ， 如 果 w:4->C, 那么 2E fk4) 当 
上 且 仅 当 

sup > 17(a) lI<o0 

其 中 上 确 界 是 在 所 有 形 如 jz(oza) | 十 … 十 |z(ar) 1 ”的 有 限 和 上 取 
的 ,这 里 ca …, on 是 4 中 各 不 相同 的 元 素 ， 

pa(4) 是 在 (z, 9Y) =sup 了 wla) ylo) 下 的 一 个 Hilbert 空间 ， 

(Vv) 8={2| 之 2 之 oo0} 是 Hilbert 原来 研究 的 空间 ， 这 


是 一 个 在 (%, 功 一 总 mw 各 下 的 Hilberi 空间 . 


很 清楚 ， 这 里 的 5 可 以 看 成 iv) 中 的 (WwW)， 和 表示 正 蓝 数 
全 体 . 
”标准 正 交 集 设 子 是 一 个 内 积 空间 ， 我 们 说 4 正 交 于 y ( 写 
成 z.|y), 当 且 仅 当 (%, 9) =0.， 一 个 集合 SCSC 工 ) 称 为 正 交 的 ， 
当 且 仅 当 对 于 任意 两 个 不 同 的 回 量 z yE D5, 都 有 w 上 y.， 如 果 对 
于 所 有 的 zx€ S, 还 有 jz| =1, 那么 8 称 为 标准 正 交集 . 

例 2 (i) 设 @%= (0, 0,…:, 4, 0,…), 其 中 二 在 第 个 位 置 
上 ,那么 ,S= {e163,…'} 是 有 a 中 的 标准 正 交 集 ， 

(ii) S= {06%/ M2 lk=0, 土 1 土 2 …} 是 Ls[0，2x] 中 
的 标准 正 交 集 ， 
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(iii) 内 积 空间 中 任意 一 个 由 非 零 向 量 所 成 的 正 交 集 5 是 线 
性 无 关 的 . 因为 之 和 xz sy = - 才 更 涵 着 


0= (SN sp, EA sx) 一 了 | 和 | 3 2， 


因而 对 有 关 的 £,， 和 一 0. 

(iv) 任意 一 个 由 非 零 向 量 所 成 的 正 交集 5 可 以 标准 化 : 显然 
了 = {slsl-!|s€ S} 是 标准 的 ， 

从 例 2 《iii) 中 可 以 看 出 , 任 一 标准 正 交 序列 都 是 线性 无 关 的 . 
给 出 一 个 线性 无 关 的 序列 ， 我 们 可 以 运用 下 述 的 定理 2 构造 出 一 
”个 标准 正 交 序列 ， 
定理 2 (Gram-Schmidt 标准 正 交 化 ) 设 S={s1，ss,…} 是 
内 积 空间 中 的 一 个 线性 无 关 的 序列 ， 那 么 ， 就 有 一 个 标准 化 正 交 
”序列 了 = {hy 小, 使 得 1.bhul1(S) =1.hull(7)， 

证 明 因为 8 是 线性 无 关 的 , 所 以 所 有 sx 都 不 等 于 零 ， 定义 
刀 =8t|sz|， 则 上 | =14， 定 义 2=89 一 (82, 妇 ) 刀 ， 于 是 v2| 刀 ,而 
由 于 {81, sa} 是 线性 无 关 的 , 所 以 b 关 89， 于 是 二 =v51 "是正 交 
于 妈 的 ,而 且 jl = 二 一 般 ,我 们 用 归纳 法 来 继续 进行 ,每 次 定义 


0 一 so 一 (ss, 加 ) 如 和 如 一 ov-+， 从 以 上 构造 方法 来 看 ,8 和 


具有 同样 的 线性 包 的 结论 是 很 显然 的 . 

定理 3 一 个 有 限 维 的 内 积 空 间 XX 必定 是 一 个 Hilbert 至 

证 明 设 S= fs …, 时 是 一 个 Hamel 基 , 根 据 定理 2, 存在 
一 个 标准 正 交 (也 是 线性 无 关 的 ) 集 了 = 二,…, 韦 ， 使 得 上 hu ) 
=-1l.hull(S)， 因 为 1.hull(S) 一 对 ，7 是 对 的 标准 正 交 Hamel 
基 ， 这 里 #%EX 意味 着 2= 卫 和 rt 加 ,|2z 上 = 也 | 和 ， 这 里 的 和 是 在 
1<k<n 上 取 的 ,用 一 点 简单 的 论证 即 可 得 出 下 是 完备 的 ， 
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习 题 1 


s ”1. 证 明 在 任意 内 积 空间 中 都 有 |z 十 y 归 十 [一 y 必 一 301z 村 十 人 人 2 这 

个 络 论 称 为 平行 四 边 形 法 则 . 

还 要 证 了 明 

42 y) = zt ym zy tilz +iy lz 2 

2, 设 际 是 一 个 平行 四 边 形 法 则 在 其 中 成 立 的 Banach 空间 ( 见 上 是 ). 
利用 上 题 的 结果 证 明 羡 可 以 成 为 一 个 Hilbert 空间 . 

3， 在 内 积 空 间 中 , 假定 y 丰 0, 证明 lztyl lel + lyl 的 必要 充分 条 件 
是 : 对 于 某 个 实数 2 有 xz 一 D4. 

4， 找 出 在 Schwarz 不 等 式 中 等 号 成 立 的 必要 元 分 条 件 ， 

5. -证 明 例 3G0) 中 的 集合 总 在 La[0, 3m] 中 是 正 交 的 . 

6. 在 Gram~Sehmidt 方法 (定理 2) 中 , 设 S3 由 ZasL- 了 要 空间 中 的 函 
数 1，t, 如 ,… 组 成 , 证 明 标 准 正 交集 了 是 由 下 列 标准 化 的 Legendre 多 项 式 


组 成 
- 启 ， V+ 1 VE 8-D, ~ 


7. 设防 是 线性 的 ， 那么 根据 第 三 章 $2 的 定理 4 有 一 个 Hamel 基 
B， 证 月 假如 X= Abr,，y 二 之 xbrx， 则 ! (x, Y) = DA pon 是 X 的 内 积 . 

8. 证明 当 0<p<2 时 , (x， 四 一半 是 中 的 内 积 ， 当 p>2 时 它 是 
内 积 吧 ? 

9. 设 卫 是 一 个 内 积 空间 .证明 xz Ly 等 价 于 9 上 2 而 上 2 等 价 于 
多 一 日 
证 明 由 x 144， … yn} 可 推出 x Ar gr， 

是 否 可 由 x_Ly 和 ys 推出 呢 ? 

10. 设 了 是 一 个 内 积 空间 . 

(i》 如 果 zn>X， yn>y( 依 范 数 ), 证 明 (V1; yw) 一 (7, ( 依 模 )， 

(ii) 如 果 (z。)，(gw) 都 是 Cauchy 序列 ( 依 范 数 ), 证 明 ((zn, Yn)) 是 收 化 
的 ， 

11. 设 gdT 又 设 在 岂 中 可 引进 一 种 能 产生 通常 的 范 数 的 六 积 . 
证 明 p=2. 
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$2 标准 正 交 集 

在 $1 中 我 们 定义 过 标准 正 交 集 ， 这 里 , 我 们 将 始终 假设 所 
讨论 的 正 交集 或 标准 正 交 集 都 是 在 一 个 Hilbert 空间 五 中 的 . 很 
明显 , 我 们 得 到 的 某 些 结果 在 任意 一 个 内 积 空 间 仍 然 成 立 ， 我 们 
要 证 明 Riegsz-Fiseher 和 Parseval 的 经 典 的 结果 ， 这些 结果 使 我 
们 能 把 所 有 无 限 维 可 分 离 的 Hilbert 空间 等 同 起 来 ， 

定理 4 如 果 {v1, …，2pj 是 正 区 的 ,那么 

[2 zx)? = Zo . 

证 明 《十 … 十 ,D1 十 十 4) 一 (04，01) 十 十 (Vn， Vm). 

定理 5 设 (xn) 是 一 个 正 交 序 列 ， 那么 之 mx 是 收敛 的 , 当 且 仪 
当 之 |axl*<o0. 

证 明 记 % 一 人 十 … 十 Zn， 因 而 之 ar 收敛 ， 当 且 仅 当 (sw 是 
Cauchy 序列 ， 现 在 , 根据 定理 4 有 


saro— l= 1S ol? — 3 ml 


于 是 得 出 所 要 证 的 结果 . 

Fourier 系数 ” 设 (9x) 是 标准 正 交 序列 ,wz€ HH, 则 ow== (%, ep) 
称 为 7 关于 ox 的 Hourier 系数 . : 

例 3 把 (er) 到 为 $1 例 2(D 中 那样 的 序列 , 则 

on 一 《(%，ep) 一 Zr， 对 于 任意 一 个 %E bs. 

这 里 我 们 注意 到 Fourier 系数 序列 (om 是 在 如 中 的 ， 下面 的 
定理 在 任意 一 个 Hilbert 空间 中 成 立 ， 

定理 6 (Bessel 不等式 ) 设 (ee) 是 标准 正 交 序列 ,zw€E 及 . 那 
么 (ax) € 而 且 上 (ex) 1 < 1s ， 这 里 (aw) 是 % 的 Fourier 系数 序 
列 ，| (ow) | 表示 刀 范 数 
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证 明 我 们 用 沁 ww 去 逼近 ,明白 地 说 ， 即 考 二 
y= — Pon er. 
对 于 1<p<n, 因为 (6x) 是 标准 正 交 的 , 所 以 
(y, 7) = (%, 67) — > mo 61) —0, 


因此 ,gy ev, 再 根据 定理 4 
el?= yl +t ores ?> lou 
当 w~>coe 时, 束 得 到 Bessel 不 等 式 . 


下 述 经 典 定理 是 上 面 结果 的 一 种 逆 定 理 ， 
定理 了 (Riesz-Fischer 定理 ) 设 (6x) 是 标准 正 交 序列 ,而 
(Bi) 是 乌 中 一 个 任意 的 序列 ， 那 么 存在 z€ 万 使 得 
Bo en) 而 且 | (B82) | 一 jl 
这 里 | (8 | 表示 书 范 数 
证 明 之 | pe 一 忆 |B<ce, 所 以 根据 定理 瑟 之 应 ex 收敛 
于 某 个 z€ 各。 现在 假设 n>p, 就 有 


(0— DBeon, 本 一人 60) —B. 
依据 Sohwarz 不 等 式 ,我 们 得 到 
[人 6) —Brl <12—B Bel >0 (n>00), 
因而 对 于 每 一 个 2 有 Bs 一 (wer) .最 后 
> B81" -| > Brel’. 


设 w>oo, 我 们 得 到 上 (Bx) 时 = | 这 就 证 明了 定理 . 

上 面 刚 证 完 的 定理 是 在 一 般 Hilbert 空 间 中 叙述 的 ， 1907 年 
Riesz 和 Fisoher 原先 则 是 就 特别 的 情况 ， 即 特殊 的 Hilbert 空间 
La[0, 2xw] 及 其 标准 正 交集 {ew/w 27} 证 明 这 个 定理 的 .应 该 指 
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出 , 在 定理 7 中 隐 含 着 空间 的 完备 性 它 在 这 个 定理 中 只 是 假设 

的 一 个 部 分 ， 而 在 原先 的 Riesz-Fiseher 定理 中 La[0, 2 wj 的 完 

备 性 是 需要 加 以 证 明 的 ， 这 可 不 是 轻而易举 的 事 ( 见 第 四 章 $ 1)， 

因此 , 经典 结果 的 成 就 比 起 由 定理 7 肤浅 地 看 出 的 要 大 得 多 ， 
现在 我 们 来 定义 重要 概念 ， 完全 集 ， 

完全 集 “集合 8 称 为 五 中 的 完全 集 , 当 且 仅 当 由 wE 互 ， 以 
及 对 于 所 有 的 8SE 5S, 有 (%, s) 一 0, 可 推出 w= 4. 

例 和 S=1ex} 是 如 中 的 完全 集 ， 因为 如 果 对 于 所 有 的 名 
(%,ex) 一 0, 那么 对 于 所 有 的 上 ,zw 一 0, 也 就 是 2 一 9. 

定理 8 (Parseval 定理 ) 设 (ex) 是 标准 正 交 序列 ， 则 (ey) 是 
完全 集 的 充分 必要 条 件 是 : 对 于 每 一 个? 全， [z= 之 lax 这 
里 or 一 2， Cx) . 

证 明 如 采 ol? =B lal’, 并 且 对 于 所 有 的 〖，(w，ex) 一 0， 
那么 , lz|*=0, 从 而 %=0， 

”” 反 过 来 ,假定 (ex) 是 完全 集 . 设 2E 互 ,那么 根据 定理 6，(@aw) 
Els， 根 据 定理 7(Riesz-Fischer 定理 ) ,存在 YE 囊 , 使 得 

ox 一 (y, 6x) 并 且 yl*= 之 |ax|”. 
于 是 对 于 所 有 的 上 ，(w 一 y, 9x) =Qx 一 (Y, 6x) 二 0， 因 为 (6x) 是 完全 
集 ,所 以 zy.， 结 果 也 就 得 到 了 . 

推论 如 果 (ex) 是 一 个 完全 标准 正 交 序列 ， 那么 每 一 个 %E 上 
有 Fourier 展开 ，%* 一 之 ox ex, 这 里 a = (w, Bx) ， 

证 明 根据 定理 7 和 定理 8 如 果 wE€H, 则 w= 之 oy6y， 

定理 9 设 瓦 是 一 个 可 分 离 的 无 限 维 Hilbert 空间 ， 则 五 
与 同 构 . 

证 明 在 互 中 存在 稠密 集 8= {s}. 设 GE 万 ,那么 对 于 某 些 
序列 (sw) 有 sx->z。 于 是 由 对 于 所 有 的 mw ES, (wsx) 一 0 成 立 可 
推出 limi(o， %) 2%) 二 0, 所 以 z= 二 8， 因 此 5S 是 完全 集 ， 

“4I3 ， 


利用 Zorn 引 理 ， 我 们 可 以 从 一 个 线性 空间 中 的 任意 给 定 集 
合 出 发 , 确定 一 个 线性 无 关 的 子 集 , 其 线性 包 是 给 定 集合 的 线性 包 
“(应 用 第 三 章 $2 中 定理 4 的 论据 )， 于 是 我 们 可 以 确定 8 的 一 个 
线性 无 关 的 子 集 T= { 如 }， 使 得 1. hull1(T) =1. hull(S) ， 如 果 
对 于 所 有 扣押 ，(2， 页) =0， 那 么 对 于 每 一 个 4， 都 有 (2，sgx) = 
(wo 于 办 = 车 (o, 夫 二 0， 从 而 z=0, 所 以 T 是 完全 集 ， 根据 
定理 2, 我 们 通过 了 的 标准 正 交 化 去 产生 一 个 集合 = {ex}, 可 以 
用 证 明代 是 完全 集 的 相同 的 论据 来 说 明 如 是 完全 集 . 
根据 定理 8 的 推论 ,每 一 个 2€ 及 都 可 以 写成 vz 一 了 arer。 由 
此 推 知 如 不 是 有 限 的 . 
现在 我 们 用 f(%) = (an ,其 中 ow 一 (2, ew) ,来 定义 f: H->I. 
那么 根据 Bessel 不 等 式 、 甩 的 完全 性 和 Riesz-Fischer 定理 , 相应 
地 有 : f 是 有 定义 的 . 单 射 的 和 满 射 的 ， 显 然 , f 是 线性 的 . 最 后 ， 
”根据 定理 8 的 推论 , 如 果 x, YE 及， 那么 2 一 Bawen, y= 芝 Beer， 
这 里 的 an,， Bw 分 别 是 xz, 9 的 Fourier 系数 ， 现 在 ， 
(> oo > Bs Gk )=>a Bry, 
令 n>00， 我 们 得 到 (w%w, y) = Da Br. 但 是 >ox Br = ( (ax) , (Bx) )， 


其 中 ()) 是 锯 中 的 内 积 ， 由 于 (z, 9) = (f(z), f(y)), 因而 我 们 此 
刻 已 证 明 f 是 两 个 Hilbert 空间 间 的 一 个 同 构 . 这 就 证 明了 定理 ， 


习 题 2 


1. 设 人 zt) 是 一 个 Hilbert 空间 中 的 正 交 序列 ,假定 zs) Els, 这 里 
0<p<2. 证 明 卫 w4 是 收敛 的 ， 问 : 正 交 性 可 能 放宽 吗 ? 

2. 设 (ex) 是 内 积 空间 中 的 标准 正 交 序列 .证明 

(1) Rourier 系数 的 序列 (ax) 属于 o6， 

Gi) 对 于 任意 的 和 1，……，) 


jz— Senl? = sl lee?t 3 1 一 和 al2 


Pe 

有 

eh 3 ba 
.| 
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由 此 推出 结论 ，Fourier 系数 给 出 x 的 通过 e1,…, en 的 线性 组 合 的 最 佳 避 
这 . 
3. 假设 (eo) 是 豆 中 的 标准 正 交集 , 而 (As) 是 一 个 标量 序列 , 使 得 和 ;6 
收 和 化 于 Z. 证 明 Ax 是 x 对 于 es 的 Fourier 系数 . 

和 4. 设 (ez) 是 瑟 中 的 标准 正 交 集 ， 证 明 (ew 是 完全 集 当 且 仅 当 对 于 每 一 

ZE 万， 的 EX 
. 证明 每 一 个 % 维 内 积 空间 与 C" 是 同 构 的 . 

60. (5 在 讲 Lebesgue 积分 的 书 里 已 经 证 明 Lo[0， 3m] 是 可 分 离 的 利 
用 这 个 结果 证 明 Ls[0, 2w] 是 与 i 同 构 的 . 

Ga) 利用 Fejér 关于 Fourier 级 数 的 Cesaro 可 和 性 的 经 典 定理 可 以 证 
明 : 如 果 ze Ze[0, 2m], 那 么 就 有 


fo Iz [1*at < > | oo 


_ 1 ?7 ikt 
其 中 mm=- 记 -上 f(t)e at. 


用 这 个 结果 证 明 Ls[0, 2w] 与 是 辣 构 的 ， 
7. 如 果 f ELS[0, 2w]， 证 明 存 在 ye Lz[0, 2w]， 使 得 对 于 所 有 的 
x€L2[0, 2m]1 有 


3 一 一 一 
IT 


3 ” ”Hilbert 空间 的 对 偶 空 间 

如 果 已 是 一 个 Hilbert 空间 ， 那 么 人 们 立即 可 以 写 出 五 上 
有 界线 性 泛 函 的 一 些 例子 . 根据 内 积 的 定义 ,由 Jo) = (w, 9y) (其 
中 9 是 固定 的 ) 所 定义 的 了 是 线性 的 ， 根据 Schwarz 不 等 式 ( 见 
$ 1), 对 于 所 有 的 w€ 如 ,我 们 也 有 |f(%)|<< |zjijyl， 所 以 fi 所 
lyl. 事实 上 有 |f| = yl， 这 只 要 取 < 一 y 就 可 以 看 出 来 . 

一 个 很 值得 注意 的 事实 是 ， 内 积 是 妃 上 仅 有 的 有 界线 性 泛 
晴 ， 这 个 结论 称 为 Riesz-Fréchet( 或 Riesz) 表 示 定 理 ， 我 们 将 在 
下 面 的 定理 13 中 给 出 证 明 ， 

这 里 先 给 出 几 个 预备 定理 ， 

, 176 . 


定理 10 设 G# 甩 是 互 的 一 个 闭 子 空间 ,用 d=d(h,G) 表 示 
从 G 到 及 的 距离 ,这 里 hE 及 ~G. 那么 存在 9EG, 使 得 |4 一 gj 
d, 即 G 中 有 最 接近 于 的 一 个 点 . : 

证 明 存在 (oo EG, 使 得 上 一 v1->d (n->00). 只 要 证 明 
(en) 是 Cauchy 序列 就 够 了 . 由 于 G 是 完备 的 (因为 是 闭 的 ), 我 们 
得 到 zn->g 《mn->o0), 从 而 上 | 一 g| =d. 现在 

Js — zn)?= | hawm) 十 (os 一 站 相 

=2(|&—zml ?+ wn RC— 2%— (wn Lm) | 


入 


=2(1h 一 wn] 二 an 一 一 4 一 和 二 


—>2(0+d)—4d=0 (hn, m->00). 
上 面 我 们 利用 了 所 谓 平行 四 边 形 法 则 ， 

[z+ yl + |s—yl ?=2(2l + fy1), 
也 利用 了 下 面 的 事实 . 


d< 1 一 2 二 RR 了 jh 一 m+ 去 


| 
[ham 和 h 


这 样 我 们 已 经 证 明 (zw) 是 一 个 Cauchy 序列 ， 本 
证 明了 . 

定理 11 采用 定理 10 中 同样 的 假设 ,那么 WT 0, 也 了 厌 
是 对 于 所 有 的 EG,(h 一 g, 办 一 0. 

证 明 ”假定 存在 xE G, 使 得 和 = 以 一 9 2) 到 0, 那么 z 尖 凡 所 
以 我 们 可 以 定义 =g+ 和 lz|?wEG， 于 是 1 一 Kk?=|% 一 gl 一 
[|? zj <|2 一 g1 与 |% 一 g|=a 这 一 事实 相 矛 盾 ， : 

正 交 和 和 如 果 及 1, 及 ,是 内 积 空 间 的 子 空间 ， 那么 Mi+ Ms 
也 是 一 个 子 空间 . 当 必 1 以 也 就 是 对 于 每 一 个 mi€ 人 ht mat 
Ms, 都 有 (aa， 7103) 一 (0 时 ,把 Mj+M, 写成 M4) Ms, 并 把 必 : 由 
Ms 称 为 Mi 与 Ms 的 正 交 和 
。176. 


定理 12 设 G 是 五 的 一 个 闭 子 空间 . 记 G+={w EHl|z] 
G}， 那 么 及 ~G@G+. 

证 明 设 hE， 如 果 hEG， 那 么 显然 EG+G+， 假定 
hE 及 ~G, 根据 定理 11, 有 一 9EGHL 从 而 有 =g+(h 一 9) EG 十 
G+. 于 是 互 =G+G+.G1LG! 是 明显 的 ,所 以 有 HG@G+.， 

定理 13 (Riesz-Fréchet 定理 ) 设 JEH*，H* 是 Hilbert 
空间 五 的 对 偶 空 间 ， 那 么 存在 上 唯 一 的 一 个 VE 囊 , 使 得 对 于 所 有 
的 wz€ 且 , f(w) = y). 这 个 还 满足 上 f= 上 yl. 

证 明 记 G=Ker(f)， 那么 G 是 瑟 的 一 个 闭 子 空间 . 如 果 
G= 万 , 则 f=0, 于 是 我 们 取 y=60. 假定 G# 瑟 , 根据 定理 11, 存 
在 一 个 非 零 2 G. 

考虑 S= {zf (vw) —wf (2) 12€ H}. 
那么 SCG。. 又 因为 |.8, 于 是 对 于 每 一 个 wm 我 们 有 

fl(w)—2f(2), 2)=0, 
fw) |z| = (%, 2) f (2). 
所 以 对 于 每 一 个 z, 有 f(z) = (wz, y)， 这 里 y=% f(z)/]zj?。， 如 果 
对 于 所 有 的 ZE 互 ， (%, 让 一 (ww, YV)， 那 么 (ww, y 一 y) 一 0， 因 而 
YYy 一 yy 一 yy) ==0, 亦 即 y=y， 因 为 1(9) ==|yj”, 并 且 | Cw,9) | 专 
1zj yl, 我 们 有 Al = jy|， 这 就 证 明了 定理 . 


习 题 3 


1. 证 明定 理 10 中 的 元 素 g 是 唯一 的 ， 
2. 假设 Wi, 型 * 是 一 内 积 空间 的 子 空间 ,证 明 M1 |.ax3 当 且 仅 当 ja 十 
53| 一 2 人 十 | 2 其 中 oa € 人 1 ?m2 € Ms. 


I, 


第 七 章 序列 空间 中 的 矩阵 变换 


$1 答 阵 代数 和 线性 变换 


本 章 介绍 一 点 矩阵 变换 和 可 和 性 理论 .我 们 讨论 的 是 无 限 的 
矩阵 , 不 是 有 限 的 矩阵 , 由 此 产生 的 收敛 性 问题 使 本 章 内 容 构 成 分 
析 的 一 部 分 而 不 是 代数 的 一 部 分 . / 

.对 于 一 般 和 矩阵 变换 理论 的 兴趣 在 某 种 程度 上 是 由 可 和 性 理论 
的 特殊 结果 所 引起 , 这 些 结果 是 由 Cesaro, Borel 以 及 其 他 人 在 上 
世纪 和 本 世纪 交替 阶段 得 到 的 ， 然 而 , 直到 1911 年 才 由 有 名 的 德 
国 数学 家 O. Toeplitz (1881 一 1940) 将 线性 空间 理论 的 方法 用 于 
与 序列 空间 的 矩阵 变换 相关 联 的 问题 ，Toeplitz 刻 划 了 所 有 了 映射 
空间 6 到 它 自 身 “并 保持 每 一 个 收敛 序列 的 极限 不 变 的 无 限 矩 阵 
4 (am) n,k=1，2, 3, … 的 特征 。 说 得 明白 些 ， 他 给 出 关于 4 
的 充分 必要 条 件 使 得 | 

yn > CAN Tr - 

对 每 一 个 收敛 , 且 当 n->co 时 ,只 要 ww->1 (hb->o0), 它 就 趋 于 了 7 
这 些 有 名 的 “Toeplitz 条 件 ” 下 面 即将 给 出 一 一 它们 作为 第 四 
章 $3 Banach-Steinhaus 定理 的 应 用 时 ,可 以 很 快 地 得 出 来 ， 当 
然 Toeplitz 没有 可 能 用 这 个 定理 , 因为 后 者 是 本 世纪 二 十 年 代 的 
产物 .他 对 定理 的 困难 部 分 ,用 的 是 古典 分 析 的 方法 ,使 用 了 有 点 
复杂 的 归 雇 法 论证 ， 然而 他 的 证 明 是 十 分 有 教 益 的 , 感 兴趣 的 读 
者 可 查阅 容易 到 手 的 Hardy (1949) 的 证 明 . 

我 们 将 看 到 , Banach-Steinhaus 定理 及 有 关 的 结果 特别 适宜 
于 处 理 和 矩阵 变换 及 可 求 和 性 理论 的 许多 问题 ， 借 助 于 这 个 定理 ， 
这 理论 的 大 部 分 对 一 般 读 者 成 为 容易 理解 的 ， 这 样 的 读者 既 没 有 
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时 间 也 没有 嗜好 去 采用 通常 “经 典 的 ”手段 ， 然 而 , 人 们 必须 正确 
地 对 待 事 物 ,因为 虽然 泛 函 分 析 方 法 常常 使 得 证 明 的 道路 平坦 ,但 
是 我 们 必须 记得 许多 实际 结果 原 是 用 经 典 分 析 方法 得 到 的 . 不 过 ， 
关于 这 个 问题 ,或 许 应 让 读者 一 一 他 可 能 涉猎 不 多 一 一 知道 , 有 所 
谓 “ 硬 ”分 析 和 “ 软 ” 分 析 学 派 . 当 泛 函 分 析 产 生 以 后 , 据说 一 些 有 名 
的 经 典 分 析 学 家 .如 Q. 瑟 . Hardy (1877 一 1947), 把 它 说 成 是 软 分 
析 ， 如果 他 们 竟然 这 样 说 过 的 话 , 看 起 来 他 们 的 意思 是 说 ， 它 大 
部 涉及 存在 性 而 不 是 构造 的 证 明 ， 例 如 ,在 第 四 章 中 , Banach- 
Steinhaug 定理 产生 出 其 富 氏 级 数 在 一 点 发 散 的 连续 函数 的 存在 
性 ， 由 于 证 明 的 性 质 , 无 法 给 出 这 个 函数 的 显 式 ， 从 审美 的 观点 
看 , 确实 应 该 承认 这 是 一 种 缺陷 ， 然 而 , 甚至 在 本 书 所 介绍 的 这 一 
点 点 的 基础 上 , 可 以 希望 读者 看 到 泛 函 分 析 是 值得 从 事 的 , 并 且 泛 
函 分 析 就 本 身 而 论 也 是 美丽 的 .我 的 看 法 是 没有 硬 分 析 或 软 
析 一 一 只 有 分 析 . 
有 人 可 能 要 问 ， 为 何 只 研究 由 和 矩阵 给 出 的 这 样 特殊 的 变 
换 一 一 而 不 去 研究 一 般 的 线性 算 子 呢 ? 回答 是 这 样 ， 在 许多 情形 
下 ， 从 一 个 序列 空间 到 另 一 个 序列 空间 中 的 最 一 般 的 线性 算 子 实 
际 上 是 由 和 矩阵 给 出 的 ， 为 弄 清楚 这 点 ,考虑 零 序 列 空间 co. 假定 4 
(amw) nw, 上 =1, 2 … 是 一 个 无 限 矩 阵 , 自 z= (2x) Eco. 使 4 作 


用 于 2z: 
CT1 人 13“ 1 
Aw=| Ga Wg … v9 


由 通常 矩阵 相 乘 的 方法 (因为 涉及 的 是 无 限 和 矩阵 , 在 这 里 只 是 形式 


地 应 用 ), 得 
Q11T1+ G12 3"** 
Ax=| col21 十 Gas0a 十 … | 


9 ， 


因此 这 就 把 序列 > 形式 地 映射 成 序列 4z， 它 的 (4%) 三 4s(2) 
A (TP) 一 加 Cnk Tp, 


假定 对 每 个 % 此 级 数 收 敛 . 何 时 有 4: co>co? 现在 给 出 明晰 的 充 
定理 1 设 gw->0 (Nn—>00, k 固定 ) ,而 且 假 定 
: ent 
9 身 中 的 有 办 线 性 算 了 而 且 14|1= 妈 
证 明 设 zEco, 则 .A4wEco, 即 Cas0 (mn->o0)， 这 是 因为 
级 数 于 anyzvx 对 每 一 个 % 是 绝对 收 合 的 ， 而且, 对 任何 m>1 有 


elt | Qnn Pn | 
<lz| > | om + max | 加 | -MM., 
到 员 足 够 大 ,使 maxfla| |4>m+ 信 <s， 且 取 足 够 大 ， 使 


>lam| <a( 这 是 可 能 的 ,因为 am>0 (n->oo), 对 国定 的 成立) 


因此 ,已 证 得 4: co->co， 很 清楚 ,4 是 线性 的 ,例如 ， 
A(NT) = (PanmNvenes— Nh Tanervre)nen — ANAC). 
最 后 ,4 是 有 界 的 ;因为 对 每 个 ZEco 时 有 
[4(w) | =sapo| 之 ozaz| 委 lzlsups2lcw| = Mi|zl. 
由 此 得 到 |41 科 4, 因此 , 还 需 论 证 上 4| = 弄 , 这 样 就 可 以 完成 证 
明 .， 现在 ,存在 mw=m(e) 使 这 |awx|MH 一 ge/2, 且 由 于 PALE 
co, 人 存在 p= 一 p(s) 和 使 得 
| ,| om <e/2. 
Sgn amr, 1 kn, 


现 Vy 一 
mt | 0 ， k>p. 


此 时 w€Eco, 且 有 上 zi|=1， 因 此 
|A(2) |/ls|l =sups| A (2) |>|4n(%)|>M—s. 
由 此 得 到 =sup 科 4(w)1/1zl iz#0}=14|. 

定理 1 表明, 某 一 类 和 矩阵 定义 了 co 到 它 自身 中 的 有 界线 性 算 

子 . 现在 证 明 它 的 道 定理 , 即 乔 AEB(lCo, co), 那么 存在 (anx) 使 
(dz) = 2 nr Tr 对 每 一 个 人 € co 成 立 ， (1) 
这 里 的 矩阵 (anp) 必须 满足 定理 1 的 条 件 . 

定理 2 设 4 是 co 到 自身 中 的 任何 有 界 的 线性 算 子 ,那么 4 

决定 一 个 矩阵 (wwz) 使 (i) 成 立 ,而 且 有 
14|=sgups |em| 过 00; mw>0 (m->c0, 固定 ). 

证 明 取 61= (i, 0, 0,…)，6s 一 《0, 1,0, 0, …),…, 因为 
(6x) 是 co 的 基底， 每 一 个 2€co 可 写成 2= 之 和 rp ex 由 4 的 线性 和 
连续 性 ， : 

z Av=T wr Aer— Fr (aK ) nen, 
这 里 46 是 某 个 序列 (4 外 ,4 名， …) Eco， 上 1，2,…。 由 此 , 因 
为 jss| 过 |z| 对 每 一 个 % 以 及 wE oo 成立， 得 到 
(Az)s=Ba wr n=1, 2,**), 

用 另外 的 记号 , 可 配 成 
4u(2) = EB ny Th. / (2) 
这 就 证 明了 (1 ， 由 于 假设 了 对 zEo 总 有 AZEco, 推 得 46%E co 
一 1，2,…, 由 此 得 到 ww 一 0 (一 cc) 一 二 2 …， 剩 下 的 就 是 要 
证 明 141=sup, 了 lwx|， 根据 定理 工具 要 证 明 存 在 互 ,使 之 | cwz| 

十 对 所 有 %% 成 立 ， 现 在 对 每 一 个 n 

14,(o)| 委 4 和 4 _ 

因此 4, 是 ce 上 的 有 界 ( 而 且 显 然 是 线性 的 ) 泛 函 . 于 是 有 序列 

(4A,) Eei， 使 得 lim, 4 (2) =0 在 co 上 成 立 ， 按照 Banach- 
Steinhaus 定理 得 到 范 数 序列 (4,1) 是 有 界 的 , 即 
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| 14,1< 五 z 
对 所 有 % 及 某 个 常数 五 成 立 ， 由 第 四 章 定理 8 的 证 明 ( 也 可 参看 
对 偶 空间 表 ) , (2) 中 给 出 的 4 的 范 数 是 
| [As = Z|any|,. 

因此 , 证 明了 放 一 sups |ant| 二 22， 由 定理 1 的 证 明 得 到 14|= 
M. 

-用 类 似 于 定理 2 的 方法 , 能 证 明 对 某 些 序列 空间 卫 , 了 , 每 一 
个 4EB( 卫 , 了 ) 可 用 一 个 矩阵 给 出 。 现在 列 出 这 些 空间 中 的 一 
些 ， (co，co) ，《co，c) ，(co, 11), (€, Co), (¢, €), (¢, (1), (ly, Co) ， 
(5，c)，( 训 ， 扣 ，(pp，1) , 这 里 1 委 2p<ce，1 生 s< coe， 一 个 值得 注 
意 的 例外 是 1, 它 不 能 出 现在 括号 内 第 一 个 位 置 ， 这 是 由 于 并 不 
是 矿 的 每 一 个 元 素 能 表示 成 也 nvx 的 形式 ， 因 为 (ew) 不 是 6c 的 
基底 ,要 注意 , 描述 e 的 映射 时 ,需要 稍 加 小 心 。 

虽然 4E B(1s, 1s) 一 一 举例 说 一 一 能 表示 成 矩阵 ， 但 至 今 还 
不 知道 为 了 保证 4E B(1s, 1s), 关于 4= (aww) 应 有 什么 样 的 明晰 
的 充分 必要 条 件 ， 充 分 条 件 已 由 Sohur 给 出 ( 见 Taylor, 1958). 
Taylor 的 证 明 依 赖 于 对 称 算 子 和 特征 值 的 知识 . 以 后 将 给 出 
Schur 定理 的 推广 , 它 的 证 明 是 完全 初等 的 ， 只 用 到 H6lder 不 等 
式 ， 

根据 上 面 说 的 话 ,今后 只 考虑 序列 空间 下 的 矩阵 变换 

: A \%) 一 之 Cnz0x， 
用 (及 , 了) 表示 映射 互 到 了 中 的 所 有 的 手 阵 4 的 集合 . 用 ( 马 ， 
7; P) 表示 保持 极限 或 可 和 性 不 变 的 ( 工 , 了) 的 子 集 ， 例 如 , 4€ 
(c, 6; 0) 表示 对 每 一 个 ”% 当 zEce 时 ，4o。(z) 存在 ， 且 只 要 w=) 
(Lk>o0), 就 有 An(4) 一 1(n->o0). 

现在 给 出 一 些 基 本 的 结果 . 

定理 3 (Silverman-Toeplitz) AE (6c, c;p) 当 且 仅 当 
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(i) sup Z|ar| 天 co 

(ii) gm->0 Ci 一 >co, 大 固定 ); 

(iii) 之 On 一 > (n>00)., 

证 明 和 仿 1verzman 证 明了 条 件 的 充分 性 , 这 是 容易 证 的 ,“ 难 ” 
的 部 分 是 (i) 的 必要 性 , 这 是 Toeplitz 的 贡献 . 今后 , 满足 GD 一 (ii) 
的 矩阵 称 为 Toeplitz (有 些 人 称 它 为 正则 的 一 一 一 个 有 些 用 得 过 
多 的 术语 ) 失 阵 . 

为 了 证 明 全 一 (it) 是 充分 的 , 记 

DS nr Tk = Pony We—t) + ng, (3) 
由 Gin) 当 n>oo 时 , (8) 的 第 二 项 趋 于 1， 第 一 项 趋 于 0， 要 看 清 
这 一 点 ,利用 (i 和 Gi), 并 在 定理 1 中 用 zx 一 1 代替 wi 即 可 . 

(i 和 (i 的 必要 性 是 容易 的 一 一 对 (i 让， 内 要 令 sw 一 6 Eo0 
一 1，2,…， 对 (i), 上 只要 令 w%=e= (1, 1, 1,…)。 全 的 必要 性 
实质 上 在 定理 2 的 证 明 中 已 论证 过 ， 为 了 完备 起 见 , 我 们 指出 论 
据 的 大 概 . 假设 对 每 一 个 %， du2) 一 之 oop0 当 0 时 总 存在 并 
趋 于 1， 由 对 于 每 一 个 % 及 每 一 个 Ec 的 存在 性 就 知道 | cm 
一 co 对 每 一 个 % 成 立 ,而 且 : 

/ [4,|=E 16nx|. . (4) 

这 可 由 Banach-Steinhaus 定理 得 到 ,或 由 如 下 初等 的 论证 得 
到 ， 因 为 凡是 固定 的 ， 从 符号 中 除去 nw， 而 且 假定 wwww 对 所 有 
zeEe 收敛 ， 于 是 卫 |r| 王 ce; 否则 了 |az| = oo, 因此 存在 整数 序列 
Ni <Va<ma< 使 


定义 < 如 下 : 


(Sgn gt) 1 和 < 有 入 72i+d 
wy 一 
0 ,li<k<nm. 
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于 是 , 了 mr 人 = 王 1; 十 了 /2 二 了 /3 十 …>1+I1 十 …， 所 以 忆 oxm 
发 散 , 与 假设 了 矛盾， 因此， 了 |wx| <ce， 而 由 于 在 。 上 王 |axos| 和 
了 we] .fo ,所 以 了 wxox 定义 e* 的 一 个 元 素 . 还 有 ,这 个 泛 函 的 范 
数 是 卫 |w| ( 见 对 偶 空间 玫 ) 。 于 是 证 明了 (4). 最 后 , 由 假定 有 
lim supn | 4A,《%) |<ce 在 c 上 成 立 ， 从 Banach-Steinhaug 定理 
得 到 
supn 之 | ouz| 一 supn|4,| < 00, 

这 就 是 (， 

Toeplitz 定理 有 一 个 有 关 (c, 0) 的 小 的 推广 . 

定理 4(Kojima-Sehur) AE (ec, 6) 当 上 且 仅 当 

(i) supn Zl@nx| <o0; 


(ii) 对 每 一 个 2， lima > Qnk = tp. 


证 明 (让) 的 必要 性 就 象 在 定理 3 中 一 样 证 明 . 要 得 出 (i) 的 
必要 性 只 须 取 2==(Q,， 0,，…, 0, 1, 1, 1,…') Ec, 第 一 个 1 在 第 p 
个 位 置 ， / 

-现在 来 证 充分 性 , 当 ww->l 时 ,我 们 写 
之 0 一 之 Oo 一 站 十 nyo Sn ts, 
由 (ii) 知道 ,>laz, 现在 证 明 ss-> 之 bw(zwx 一 0), 其 中 Ox= limn@nx 一 
Qn 一 Qp+1 对 每 一 个 成 立 ， 显然， : 
lOx| <sups 之 | Gox| <o0, 
因此 ,ss 一 之 bx (wx 一 人 每 于 
v4 — D(ang— bi) (wre— 1). 

在 定理 1 的 论证 中 , 用 人 一 代替 如，am 一 0 代替 anx, 可 得 vw 一 0 
(一 co)。 因此 ,有 

Y amv lim, Bawt Emam) xD ~ (5) 
当 2 一 ! 时 成 立 . 
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与 (6) 相 关联 的 , 有 一 个 十 分 重要 的 事物 ; 

保守 《Conservative) 矩阵 的 特征 设 4E (c, 0)， 则 4 称 为 
保守 (保持 收敛 性 的 ) 矩 阵 ， 而 

X (4 = lim, 2 0 2 (lim, onp) 

称 为 4 的 特征 ， 数 Lim, www， k=1, 2, “和 Him, 之 anx 虱 称 为 4 
的 特征 数 . 

由 定理 3 知 ,Toeplitz 矩阵 的 特征 是 等 于 1， 一 般 ， 我 们 定义 

同 正则 (co-regular) 拭 阵 和 同 零 (00—nu1]) 矩阵 设 4E€ 
(ec 0), 则 当 且 仅 当 x(4) 关 0 时 称 为 同 正则 的 , 否则 称 为 同 过 的 盾 
阵 , 


We 


这 样 ，Toeplitz 矩阵 组 成 同 正则 矩阵 的 子 集 。 后 者 又 是 保守 
惩 阵 的 子 集 .在 习题 中 将 可 找到 特征 的 一 些 性 质 . 在 本 章 的 后 面 
也 将 用 到 它 . 

下 面 , 描述 (1, y), 1<p 志 oo 的 元 素 的 特征 ，p=1 的 情形 是 
由 K. Knopp 和 G. G，Lorentz 在 1949 年 证 明 的 ， 

定理 5 AE (lh, 1) 当 且 仅 当 

(a) 弄 =snpr2n|aw|l?<coe (< p< 的 情形 ); 

(b) supnx|ans| 过 oo (p=oo 的 情形 ). 

证 明 我们 证 明 (a)，(p) 的 证 明 与 此 类 似 , 留 作 练习 ,充分 性 
正好 是 Minkowski 不 等 式 的 应 用 .因为 ,车 ED 我们 希望 证 明 
(A,(%)) Eb 

(S| Dr ang Tel SE D(CDn | nr ry)") ? 
= Dx | vx (Fn lany|" YE vl) MY? <o0. 
对 % 和 上 求 和 次 序 的 交换 由 绝对 收敛 性 所 保证 .这 是 充分 性 的 论 
述 . : 
现在 假设 4E (hi, Itp), 因此 
之 | 42)| ?<co 在 下 上 成 立 ， 
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其 中 4 (2z) = Zwamzwn， 由 于 对 每 个 以 及 对 任何 EL, Dpin ty 
收敛 , 由 Banach-Steinhaus 定理 ,或 用 一 个 简单 的 论述 ( 象 上 面 定 
理 3 中 推导 (4) 一 样 )， 得 到 supxsloa| <ce( 对 每 一 个 肪 。 因 此， 
对 每 一 个 2 4 决定 下 的 一 个 元 素 ， 现 在 , 定义 

gufZ) -人 (了 | A,(%) 1 (n=1, 2 0) 
由 Minkowski 不 等 式 知道 ,每 个 4; 是 次 可 加 的 . 于是, 由 gwCz) = 


[lgq,《%)， gn 是 下 上 的 半 范 数 ， 还 有 ,4 是 站 上 的 一 个 有 界线 性 
泛 函 , 可 知 每 一 个 9, 在 有 上 是 有 界 的 。 因此, 在 六 上 连续 半 范 数 


” 的 序列 (gw 使 


supa gn (on) = (DY | Aile) ee 
对 每 个 zE 成立 ， 应 用 第 四 章 定理 11, 得 到 一 个 常数 也 ,使 
14.(w) |?<HH?|zl? 在 瑟 上 成 立 . 
令 人 二 6%， k=1, 2, "yg 谣 得 到 (a) . 
下 面 的 定理 是 Sobur 在 1921 年 证 明 的 , 它 与 前 面 的 定理 的 区 
别 不 仅 在 于 对 和 矩阵 的 条 件 的 人 性质 相当 不 同 , 还 在 于 它 的 证 明 是 “经 
典 的 ”看 起 来 这 定理 还 没有 泛 函 分 析 的 证 明 一 一 肯定 地 说 ， 虽 然 
Banaoh-Steinhaus 定理 在 许多 方面 如 此 有 用 ,但 用 来 证 明 此 定理 
看 来 是 不 适宜 的 . 
为 了 有 助 于 Sohur 定理 的 证 明 ,给 出 一 个 简单 的 引 理 . 
引 理 车 对 每 一 个 n, |bw| <co, 而 且 了 |8w| 一 0 (or>co》 
z 那么 bi| 对 n 一致 对 nn 一致 收 全 . 
证 明 由 3 | bx|—>0 (Cn 一 co)， 必 有 : 之 | Onl <s, n>N(s), 
由 于 Bibwx[ 过 00,1<n<N(s), 存在 %=m (Wn, s) 使 之 | Dury | 
<s， 因 此 ,存在 用人 (se)>>1, 使 也 |bm| <e 对 所 有 的 % 戌 立 . 
这 就 是 说 2 | 0 对 从 一 致 收 侠 . 
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注意 , 引 理 的 结果 当 |bz| 用 非 负 的 5w% 代替 时 也 成 立 . 
定理 6(Sohur) 4E(e，,o) 的 充 要 条 件 为 ， 人) 和 对 
% 一 至 收敛 ; ( 闪 ) limwngm (对 固定 存在 ， 

证 明 ”充分 性 是 容易 证 明 的 一 一 由 w€l 及 (由 必 有 之 om 人 
对 % 是 绝对 一 致 收敛 的 ， 由 此 , Hm, 之 arx mw 一 之 mwvx 存在 ,这 里 
rx = lim, ny, 

取 w=6%E be, 上 一 1，2,，…, 可 知 ( 让 ) 是 必要 的 。， 现 在 考虑 (i) 
的 必要 性 ， 由 于 之 an 对 任何 ZE 收 钙 ,因此 对 任何 2%Ec 它 收 
全 由 Kojima-Sohur 定理 , 必 有 sups |am| <o0. 记 bmw 一 Gm 一 
Qx, x 一 limnam。， 由 于 之 lax| 达 0, 我 们 有 (之 9m wrx) 对 任何 wl 
收敛 .我 们 将 证 明 由 此 必 有 

lobm|—>0 (n>00), (6) 

于 是 ， 由 上 面 的 引 理 知 之 | box| 对 % 一 致 收敛 ， 由 此 之 jwz| = 
之 | bx 十 or| 对 双 一 致 收敛 ,这 了 驶 是 全 

这 样 ， 必 须 证 明 (\6)， 我 们 用 归 廖 法 来 做 ， 假 定之 | pw| -0 
(n>o0), 由 此 当 m% 取 正 整 数 的 某 个 子 序列 时 ,之 | oz 一 0( 因 为 
”可 设 lim sups 15m| =c). 从 而 也 有 bmx 一 0(m>o0, 对 每 个 刀 成 
立 .因此 ,我 们 可 以 决定 m( 有 D 使 ， 

[ZOncw,x| —e|<e/i0 和 |Omw,1| <0/10. 

由 于 之 | boctp,z| 二 00, 可 选取 (2) > 二 使 


> ,| bm, »| <ce/10. 


i 
由 此 得 |bnl 一 | <30/10. 
用 缩写 记号 , 记 
> lbm| -Blm, p, 9). 
现在 ， 选 取 m(2)>m(l) 使 | Bm(2), 1,o0) 一 ce| <c/10， 上 且 使 
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B(m(2)，, 1, 12)<ce/10， 然 后 ,选取 8(3) > 大 (2) ,使 
B(m(2), £(3) +1, oo0) <0/10. 
由 此 得 | BCm(2), £(2) +1,£(3))—e|<3c/10. 
继续 用 此 方法 ,可 找到 m(1) 二 m(2) 之 …, 1=k(0)<<k(9) 过 … 


Bl(m(r), 1, £(7))<0/10, 

B(m(r), blr+1) +1, 00) <0/10, (7) 

[Bm(r), Er)+1, 7 二 1) 一 中 <3c/10， 
我 们 定义 z€l(|z| =1). 

z=0 (k=1) 
w= (~—1)'sgn on x (kr) EEET+1)) (r=1, 2 1). 
然后 , 把 之 Om rx 写成 和 十 Zs 十 23， 这 里 访 是 对 工 委 < 
取 和 ; Zs 是 对 (7) <h<k(7 十 1) 取 和 ; Za 是 对 上 >K(7 十 1) 取 和 ， 
由 (7) 和 yz 的 定义 立即 可 得 
| 之 bp Vr — (一 了 "| <o/2., 

因此 , 很 清楚 ,序列 (Bu(o)) = (了 bw ww) 不 是 一 个 Cauchy 序列 , 故 


”不 是 收 化 序列， 因此, 如果 (6) 不 成 立 , 那么 (B,(%)) 不 是 对 所 有 


”wsE1。 都 成 为 收敛 序列 , 与 假设 矛盾 . 这 就 完成 了 Sohur 定理 的 证 
明 . : 

推论 “在 五 中 ,序列 的 强 收敛 和 弱 收 剑 是 一 致 的 ，， 

证 明 ”只 需 证 明 由 弱 收 敛 必 可 推出 强 收敛 , 设 在 五 中 yw->y 
( 弱 ), 即 /gm 一 由 -0 (n>o0) 对 每 一 个 E71? 成 立 .现在 fE 九 
当 且 仅 当 存在 vE 思 使 f(z) = 了 加 人 对 所 有 zxE 成 立 ， 因 此 

fH) = EYP yw br or>0 (>cc) 
对 每 一 个 El 成立， 由 Schur 定理 的 证 明 得 到 
了 1 多 一 名 | 一 0 (n>o0), 

即 ly™*—yl—>0 (n>00), 
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因此 ,在 如 中 >y ( 强 )， 
下 一 个 矩阵 变换 定理 关系 到 强 Cesaro 可 和 序列 空间 wp， 如 
wy 是 所 有 这 样 序 列 2 的 集合 : 存在 一 个 数 忆 使 


1 py [wx—tl?>0 (n>00) 
nA 


成 立 ， 这 里 p 是 一 个 固定 的 正 数 . 当 数 1 存在 时 , 它 是 唯一 的 .对 
一 定 的 w, 空间 在 遍历 性 理论 ( 见 Halmos,1956) 和 上 ourier 级 
”数理 论 ( 见 Zygmund，1955) 上 是 有 趣 的 。 对 ww 的 自然 范 数 和 
Pp- 范 数 在 第 四 章 习 题 4 第 12 题 中 定义 过 ， 而 且 ww 在 这 些 范 数 下 
是 完备 的 . : 
我 们 的 目的 是 对 映照 wy 到 的 无 限 矩 阵 4 给 出 充分 必要 条 
件 ， 由 于 技巧 上 的 原因 ,我 们 将 取 ws 的 范 数 不 同 于 上 面 提 到 的 范 
数 . 然而 , 这 些 新 的 范 数 与 老 的 范 数 中 每 一 个 是 等 价 的 ， 定 义 
jz| =sapr(2 "Z| 2 |")? (p>1), 
|e| = sap- 273, |%|?) (0<p<1), 
其 中 7 之 0, 而 且 马 表示 对 2 和 4 和 27+1 求 和 ， 为 节省 起 见 , 不 标 
明 |z| 对 2 的 依赖 性 , 但 应 当 记 在 心里 ， 如 果 记 


ol:=sup(n: SD lm?) (p>1), 


zol:i=supn2 lel? (0<p<l), 
那么 容易 验证 对 任何 2>0， 
2-z|<lz<2lz|， 
因此 , jz 和 |zl 是 等 价 的 , 例如 ,因为 wp 依 上 zl 是 完备 的 , 它 依 
lz| 也 是 完备 的 ， 于 是 , 在 之 1 的 情形 ，(w, 上 :上 ) 是 Banaoh 空 
间 。 而 在 0<p<1 的 情形 ， 它 是 完备 的 2- 范 数 空 间 ， 在 记号 方 
面 ,对 任何 矩阵 4= (ww) 和 1/p 十 1/9 = 了 p>1, 认 
AFln) = (Fr lowl)™, (8) 
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其 中 对 每 个 %， 和 式 是 关于 满足 2 和 8<2r4 的 大 取 的 ， 在 (8) 中 
p 一 1 的 情形 , 理解 为 
Ar(n) ~ max;, | amz|， 


其 中 对 于 每 个 %, 最 大 值 是 对 满足 
Or horti 


的 万 取 的 . 
定理 了 (a) 设 0<p<1, 那么 4E(wp, 0) 的 充分 必要 条 件 是 ， 
(i) gm>qx (m>co, 固定 )， 
(i) M(A)= sp 之 2wp41 (Nn) <o0., 
(b) 设 p 之 lL 则 4E (ww 0) 的 充分 必要 条 件 是 ， 
(i) 与 (a) 中 全 同样 ， 
(ii) sups P24A9(n) <o0, 


(iii) Dam>a (n>00). 
证 明 只 证 明 (a). (b) 可 用 类 似 的 方法 证 明 ， 首先 考虑 充分 
性 ， 当 (成 立时 ， 由 4(z) = 了 gna 定义 的 级 数 对 每 一 个 % 是 


绝对 收敛 的 ， 因 为 ,用 不 等 式 
22"<Zltl? (<p<D 


( 见 第 一 章 $ 4) 有 
> ou me | = DE leven 
<S (Elomal?) 
< SA: 2 
= <M(4)|zl?<%, 
对 任何 zxEw 成立。 现在 将 证 明 当 GD) 成立 时， 必 有 
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总 |aw| 对 吨 是 一 致 收敛 的 。 9) 
于 是 由 (9) 和 GD) 一 起 , 必 可 推出 
lim,, ,nr 一 Dy. (10) 
为 了 证 明 (9), 记 1/p+1/9=1, 0<p<1， 于 是 对 任何 正 整 数 s 和 
任何 办 >>2 对 所 有 的 有 


之 am] < D5, | om < Sl Alm or < MA LN. 


因为 9<0, 由 此 得 (9) 成 立 ， 

现在 取 TEWwy 而 且 假 设 

: 9 一 > | 你 一 中 ?>0 (n>00), 
记 
之 gm 你 一 之 rz 侈 十 之 (gm 一 0 十 之 (Go 一 ap) mr—bD, (11) 
并 且 注 意 到 由 (i) 和 (让) 必 有 


3 


2 20maxr| os 人 (4)， 


”因此 了 wmj 一 co 且 (11) 中 最 后 的 和 式 当 m->oo 时 有 极限 0. 因 
此 ， 由 (10)， 当 ?一 co 时 ， 有 之 0 一 之 fr 你 对 Wp 中 的 每 一 
个 $ 都 成 立 ， 这 就 证 明了 当 0<p<1 时 的 充分 性 ， | 
Gi) 的 必要 性 是 易 见 的 。 因此, 来 证 明 (i 的 必要 性 ， 假 设 对 
每 个 2 于 及 任何 ZE ，4(o) = 之 qny wr 收敛， 那么 , 对 每 个 % 
和 每 个 ?之 0, 泛 函 fn(w) = 台 amm 是 在 对 偶 空 间 wy 中 ; 它们 明 
显 是 线性 的 , 又 是 连续 的 , 因为 
fiat) | An) 2 ?|v |Y. 
从 第 四 章 83 定理 二 的 推论 得 到 ,对 每 一 个 %lim, > fm (2) 
4,(z) 是 在 ws 中 ,由 此 
[A,C%) | < lA) vl?,. (12) 
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对 每 个 n, 到 任何 整数 *>0, 而 且 定义 zE owy: 
对 £ 之 2:+1, wy =0, 
对 0O<r<s, VN = 2? Sn On, won， 
xis—=0 (kN(T)). 
其 中 (7) 使 |an,wen| 一 max;|am|， 由 (12) 得 
P24A+n) <14,l, 
因此 ,对 每 个 
D2 hn) <1Asl<. (18) 
现在 ,用 在 充分 性 中 证 明 过 级 数 4,(z) 是 绝对 收敛 的 论证 , 可 得 
A C0) | < B24 n) lel™s, 


因此 ， _ 
4 < S241). (4) 


(13) 和 (14) 一 起 , 给 出 
4) = D2" A} Cn). 

最 后 ， 根 据 第 四 章 $ 3 定理 11， 由 limw 4,(w) 在 w, 上 存在 

Ne 
supsl| Asl 一 gp 2" Ar(n) 到 ce， 

这 就 是 (i)，(&) 证 完 ， 

下 面 矩 降 变 换 的 结果 是 有 关 (Y, 0; 了) 这 一 类 (elass) 的， 这 时 
我 们 希望 得 到 关于 矩阵 B 的 充分 必要 条 件 , 以 保证 当 之 xs 时 ， 
总 有 之 nx 一 >3， 
定理 8 BE(y, 60; 了) 的 充分 必要 条 件 是 : 

G) bur>1(n>o0， 上 固定 ); Qi) sups 总 14bw|<co， 其 中 
d0wx 一 0 一 On x+d。 
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证 角 ”由 Abell 部 分 和 ， 对 每 一 个 %， 当 (ii) 成 立 且 Zax 一 s 
™ 之 Do dz 一 Spa 十 之 (8 一 5) 4Dox， 

其 中 Sk = Ci 十 0 十 … 十 an. 由 GD 和 (ii)， 很 清楚 ， 4 (Dry) E (co， Co)， 
由 此 之 buz gz 一 8 (n>00)， 

(Qi) 的 必要 性 是 容易 的 ， 要 证 明 ( 这 的 必要 性 ， 可 以 归结 于 
Toeplitz 定理 的 必要 性 ， 这 和 留 给 读者 处 理 . (7yY, c; 了 ) 中 的 矩阵 B 
常 称 为 7- 和 矩阵 ， 

作为 关于 矩阵 变换 的 最 后 结果 ,我 们 给 出 Sehur 定理 的 推广 
的 简单 证 明 ， Seohur 定理 是 若 AE€ (l,i) 们 (,)， 则 4E 
(1a, 1»). / 

定理 9 ”如果 i1<p<o%, 且 设 4E (1 12) 由 (4, 让。 那么 
AE (ys, lp). | 

证 明 用 定理 1 一 4 的 方法 容易 证 明 ， 当 且 仅 当 上 4i= 
sap 导 |am| <oo 时 ，AE (1-, 1-)， 还 有 ， 当 且 仅 当 14ls = 
supxy Zn Gnx| 过 200 了 时 ,46€ (tH, 寻 )， 现 在 : 

[Bx on tr | SZ) enn |? | ny | rl, 
其 中 i/p 十 1/g=i， 由 Ho6lder 不 等 式 ， 
Sx lon) ?| onr) | wr) < Cx | nr] ja 5" 22z| nl) 
所 以 | Bx onx Tx | ?< Cx | nx | | 2x1?) Cin cnz|)2 2 
因此 | Awl?= 3, | Dyanvity | ?< Sx | ony | wx |?| Al2e 
<|Al2°3 vr |? Es lam| < AN2e lvl?) Al, 
所 以 |4zj 和 1 4lzo4 人 人 el 对 任何 2Eo 成 立 . 

特殊 矩阵 ”现在 给 出 一 些 特殊 的 Toeplitz 矩阵 和 ?7- 和 矩阵 的 
例子 , 它们 分 别 出 于 特定 的 作者 。 这 些 矩 阵 已 经 广泛 地 应 用 在 可 
和 性 理论 中 , 我 们 将 在 $ 3 中 加 以 检验 ， 在 进一步 讨论 前 ,我 们 指 
出 , 在 大 部 分 证 明 中 ,可 用 awCs) 代替 ar 并 且 让 t 连续 地 趋 于 co， 
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例如 , 若 
Qt) =e /Ek! (k=0, 1, 323， 人 0)， 
于 是 or 世 一 0 (to0, 固定 ) 而 且 
Pla) |= Dark) =1. 

由 此 sup: 之 | 人 所 | 天 ceo, 虽然 4= lax ) 实 际 上 是 一 个 " 半 连 续 ” 
矩阵 ,我 们 仍然 称 它 为 一 个 Toeplitz 矩阵 ， 它 的 楚 本 性 质 是 它 映 
照 收 敛 序 列 到 收敛 函数 ,保持 极限 不 变 . 事实 上 ,上 面 的 矩阵 4 称 
为 Borel 矩阵 一 一 依照 法 国 数学 家 Borel (1871 一 1956). 

Borel 算 阵 由 @p( 引 一 e- 太 /kp1 (二 0, 1 2,…, t 之 0) 定 义 
的 Toeplitz 矩阵 ， 

算术 平均 由 

am=1/(m+1) (OO<k<n), ox—0 (E>n) 

定义 的 了 oeplitz 矩阵 , (Cauchy 已 经 知道 ,由 wz 必 有 


T Fi 
nn 十 1 名 ze >Z，] 


Cesaro 平均 ”对 每 一 个 "> 一 1 
am—= A-i/A: (0 和 1 二 个， om=0 (> 人 
定义 的 (0, 7) 矩阵 ， 其 中 当 o> 工 时 ，4= (r 十 DCr 士 2， 

(rn)/n!, 当 n=0 时 , 45=1., 
当 7 之 0 时 , 4751>0, 利用 事实 


(一 区 -= Als| < 
很 容易 证 明 DAs AL A 
由 此 得 到 台 |amw| -了 加 am 一 1 对 每 一 个 “成 立 .现在 , 由 初等 分 析 
知道 
4 工 


二 一 下 Ci (7 一 >co) (15) 
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这 里 工 (wz) 为 工 函数 , 由 此 得 到 对 固定 的 4 ww 一 0 (n>o0). 不 
康 悉 (15) 的 读者 可 参看 习题 1 第 二 题 。 

这 样 ,已 证 明了 称 为 7? 阶 Cesaro 矩阵 (CO, 7) 的 每 一 个 矩阵 ， 
当 20 时 是 一 个 Toeplitz 矩阵， 当 一 1 过 r+< 过 0 时 ， (O, 7) 不 是 
Toeplitz 矩阵 , 当然 , 它 的 性 质 还 可 以 考虑 ，r=0 的 情形 给 出 单位 
矩阵 , 而 7= 的 情形 给 出 算术 平均 ， 

kuler-Knopp 和 矩阵 定义 


n(n (O&Kk<n), 0 一 0 (Lk>n), 


这 里 (nt/h (一 从 1， 那 么 当 C<Y<t 时 , 4 是 Toeplitz 矩 
阵 ， 用 ( 吾 7 表示 7 阶 了 aler-Kropp 和 矩阵 
Abel 矩阵 这 是 由 0Ox(2) 一 区 0<w<l, k=0, 1,*. 定义 的 
y- 矩 阵 ， 在 这 一 情形 ,我 们 对 之 0x(z)ar 取 “>f 时 的 极限 . Abel 
”极限 定理 (第 一 章 习 题 3) 表明 , B 是 一 个 7- 矩阵 ， 还 有 ,在 2->1- 
的 条 件 下 作 相应 的 修改 后 , 可 应 用 定理 8 
vw->1(m>1-, 上 上 固定); sup 之 | 42 | =1, 


”Riesz 平均 这 些 矩 阵 由 Marcel Riesz (F. Riesz 的 兄弟 ) 引 
进 ,并 且 在 Dirichlet 级 数理 论 中 是 重要 的 ( 见 G, HH, Hardy 和 
M. Riesz 1915). 


设 0 和 过 和 过 和 过 … 近 co0，J>>0 且 定 义 
br = (1—N/D* 对 和 < 
=0 对 和 > 
于 是 , 容易 验证 B 是 一 个 y- 和 矩阵 (这 里 让 >oo)， 用 (BB 和 内) 表 
示 和 = (和) 型 入 阶 的 Riesz 平 均 . 结果 发 现 对 和 = 矩阵 BR,n, pp) 
“等 价 " 于 Cesaro 矩阵 (QO, jp), 即 当 上 且 仅 当 4% 是 (0, Ww) 可 和 且 其 和 
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为 1 时 , wz 是 (Bn, 中 可 和 且 其 和 为 了 ( 见 88 开 首 )， 
还 有 许多 另外 的 特殊 矩阵 在 分 析 上 有 用 处 ， 只 略 举 几 种 ， 即 
与 Hausdoff, Hoélder, Ingham, Lambert, Mittag—Leffler, 


Norlund, Riemann 和 de la Vallee-Poussin 等 名 字 相 联系 的 您 
阵 ， 对 这 些 和 矩阵 的 特殊 性 质 , 读者 可 参看 Hardy 的 “Divergent 
Series (发 散 级 数 )”. : 


习 题 1 


1. 设 芝 是 一 个 复 Banach 空间 , 且 c(X) 是 所 有 zi € 六 的 收敛 序列 x= 
(co 的 集合 . 定义 Ar 二 My = 二 HR x= 二 supnlzn， 证 明 : e( 互 ) 是 一 个 
Banach 空间 . 

假设 复数 窍 阵 44= (any) 使 (Bx anz zonexw 对 任何 zx €c (ZX) 收 你 ， 证 明 
4 Etc, co), 即 4 是 保守 的 . 

2. 证 明 (o， cj P) c (1)， (lw, e) Cc (e, 0), (ec; P) C (eo, co), 并 证 明 : 
《ce, 6; 了) 由 (Qo, 0) 一 什么 是 (co， co) 和 (ce, ec) 之 间 的 关系 ? 

” 3. 证明; 当 且 仅 当 aa= (a,) € BV Nic 时， 对 任何 且 有 有 界 部 分 和 的 
Xp，Zan zn 收敛 (用 Schur 定理 ). 
和 4. 证 明 ; 当 且 仅 当 amw| 一 0 (r=> 00) 时 , 4 € (1 oc0). 
“5. 设 和 4 是 一 个 非 负 的 Toeplitz 矩阵, 即 @nx 之 0 对 所 有 mw, 成 立 ， 车 
A(T) 二 anrTrs 其 中 i 是 实 的 ,证 明 
lim int zs 和 lm inf A,(x) <lim sup A, (x) lim sup 2,. 
由 此 证 明 由 zw 一 ce 必 有 4,(z) 一 c。 证 明 对 正 保守 矩阵 ， 由 ws-> co 不 一 定 
能 推出 4, (2) 一 ce， 

6. 一 个 矩阵 4,， 若 对 所 有 有 限 的 或 无 限 的 s， 由 2zo>s 必 有 4(Zz) 一 3 
时 , 就 称 为 完全 正则 的 (totally regular)， 假设 4a(z) 一 3zn 一 Zai 证 明 44 是 
Toeplitz 矩阵 , 但 不 是 完全 正则 的 。 证 明和 抵 阵 

1 = 23 3 en 
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是 完全 正则 的 ， 

7, 证 明 A4€ 1 WP)， 这 里 对 lhen，am 一 KF/n(m 二 1); 对 有 >n， 
ang=0. 

8. 证 明 Q, 0) 中 每 一 个 矩阵 是 同等 的 . 

9. 证 明 由 4, Be(e 0), 必 有 4 十 B,，ABE (c, e), 这 里 4B 表示 通常 
的 算 阵 乘积 ; 
《4 也 ) m= Qns Dix。 


并 证 明 对 4, BE (ec, 0c), 有 x(4+B)=x(4)+x(B), x(4B) =x(4)x(B) 和 
[x(4)| 所 上 |41=sup， 宇 |ans|， 这 里 x(4) 是 保守 和 矩阵 4 的 特征 . 
10. 设 4e( co) 如 果 对 ZEo 
Banr tm lim zn eco)， 
就 称 4 是 “ 乘 m” 的 矩阵 ， 求 “ 蔷 m2 的 和 矩阵 的 特征 ， 这 样 的 类 阵 什 么 时 候 是 
同 正 则 的 ? 

11. 关于 (C, 7?) 平均 必须 证 明 lim 45/n" 存在 且 不 为 地 (极限 实际 上 是 
1/T(r+1))， 用 考虑 log 45 且 展开 log (1 十 寺 ) (<h<n) 到 ( 寺 ) 的 二 阶 
项 的 方法 来 证 明 它 . 

12， 当 且 仅 当 18| < 工时 ， 级 数 tr 收敛 。 证 明 对 |z|~1 但 * 闻 1 时 
用 Abel 矩 阵 可 求 得 此 级 数 的 “和 ”是 1/IL 一 "， 意 思 就 是 若 |#| =1, 但 s 中 1 时 
则 存在 

lim Yenrr=]/1—ag. 


例如 ,在 刚才 定义 的 “和 ”的 意义 下 ,1 一 1+1 一 … 一 元， 更 明确 地 说 ,1 


1+1 一 1 十 … 一 可 (AbeD. 

13， 证 明 对 Reke) <1, Se*=1/1—z. 并 证 明 对 |1 一 + 十 rz| 二 1], 于 87 王 
1/1— 2s(Euler). 

14. 若 4 是 Toeplitz 和 矩阵 , B 是 y- 和 矩阵, 证明 4B 是 7- 和 矩阵 ， 说 明 其 
至 也 不 需要 B4 存在 . 

15, 设 po>(0， pn>0 (n 之 1), 已, 二 po 十 … 十 Pn, 定义 Gini — Pn_x/ Pn (0« 
p< aww=0 (tm 证明 当 且 仅 当 po/Ps->0 (n>%m) 时 ，4 是 Toeplitz 
矩阵 ， 和 矩阵 4 定义 了 N6rlund 平均 . 

16， 设 4 是 (C, 7 和 托 阵 , 且 已 

。 197 。 


mn = 了 (nx Tke 
对 y> 一 4,h>0 证 明 
A A AE 放 
并 由 此 证 明 当 克 ->s 《> ce) 时 , 必 有 i 一 5 (1 00). 
17. 证 明定 理 7(5)( 第 七 章 8 1). 
18. 设 4 二 (anx) 是 复 Toeplitz 矩阵 , 问 Re(4) 和 Im(4) 是 不 是 Toeplitz 
矩阵 ? 这 里 ，Re(4) = (Re anz) 等 等 . 


$2 和 矩阵 代数 


有 有 几 种 方法 将 无 限 矩 阵 相 结合 而 给 出 某 种 矩阵 乘积 .最 目 然 
的 乘积 或 许 是 通常 的 矩阵 乘积 , 这 就 是 发 生 在 重 迭 变换 时 的 前 形 ， 
于 是 ,形式 地 表示 ,着 y= Bs%= (Zw Ow wvx), 则 
Ay= (iAmY) = (Zr Sn Oin Wh), 


因此 
(AB)ny = Zi 0n bir. (16) 


每 当 写 矩阵 乘积 4B 时 总 是 理解 为 4B 的 (n,£) 元 素 由 (16) 定 义 ， 
只 有 当 (16) 中 的 级 数 对 每 对 mn,8 收 敛 时 ,4B 是 完全 有 意义 的 . 容 
易 看 出 矩阵 的 乘法 是 不 可 交换 的 , 而 且 可 能 发 生 48 存在 而 B4 
不 存在 的 情况 (见习 题 )， 人 矩阵 乘积 使 保守 的 矩阵 构成 Banach 代 
数 ， 在 证 明 这 一 点 以 前 , 先 看 另外 儿 种 类 型 的 乘积 ， 

若 把 矩阵 看 作 双 重 的 数列 , 则 构成 矩阵 4, 呈 乘积 的 最 简单 的 
方法 是 对 应 项 相 乘 ， 乘 积 的 (公元 素 是 gm* 5ww， 这 是 两 个 矩阵 
的 逐 项 乘积 一 一 看 起 来 用 处 很 少 , 虽然 以 后 也 偶然 提 及 它 , 我们 不 
打算 为 它 引 进 什 么 记号 . : 

另外 一 类 型 的 乘积 , 称 为 卷 积 (oonvolution produot 或 只 称 
convolution), 可 以 这 样 得 到 ， 用 矩阵 4,B 变换 一 个 帘 级 数 2" 
然后 按 Cauohy 法 则 , 将 变换 结果 相 乘 ; 
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(Dx Qnk 2 ) * (Dx Onk 2*) = (Dx 2 > ni Du 人 . 
于 是 ,我 们 用 : 


(A*B) m= an bor (17) 
定义 A*B， 不 象 矩 阵 乘 法 那样 ， 逐 项 乘积 和 卷 积 对 所 有 和 矩阵 都 是 
有 意义 的 ,因为 不 会 发 生 收 敛 性 问题 . 


我 们 要 考虑 仅 有 的 另外 一 种 乘积 , 是 第 二 卷 积 (second convo- 
lution) Ax *B, 它 的 (mn 元 素 定 为 


ki 二 > ni 0b», k—ts (18) 


这 种 第 二 卷 积 是 受 下 面 的 启发 而 来 的 : 变换 一 个 宕 级 数 
然后 关于 2 积分 变换 后 级 数 的 Cauchy 乘 积 ， 

我 们 的 第 一 个 结果 涉及 保守 和 矩阵 类 (6, 6). 

定理 10 在 矩阵 乘积 下 ,保守 矩阵 构成 具有 单位 元 的 Banaoh 
代数 . : | 

证 明 定义 1 上 4l=sups 之 |enr|, 入 4 十 B= (Nan 十 Dax), 很 
清楚 , (ce, 0) 是 赋 范 线性 空间 . 设 4, BE (ec, c), 那么 

|4 BI =sup, Pr: Zan bi 
< sups Zilan|Zn| pz 和 | 481<ce， 
记 0=4B, 设 zEo 用 刚才 证 明 的 二 重 级 数 的 绝对 收敛 性 , 得 
CC2) = Pn ny Ty = Din CFs Cni Dre) Dh : 
一 Zi0w Zr irr = A (BY), 
因此 , C(w) 一 4(B2w) .由 于 B 是 保守 的 ,所 以 Bz€0, 由 于 4 是 保 
守 的 ,所 以 O(w) Ee， 于 是 (c，o) 在 矩阵 乘积 下 是 封闭 的 . 

下 面 检验 结合 律 , 而 其 他 代数 律 的 检验 留 作 练习 . 设 4, 8B, C 
在 (6, co) 中 , 由 于 刚才 证 明了 对 zEe 有 (4B) (2z) 一 4(Bxw), 由 此 
立即 得 对 zEo [(4B)0Oj(w)=[4(B0O)](w), 由 此 令 w=6s 即 得 
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(AB)C= A(BO). 

这 个 代数 的 单位 元 是 么 矩阵 它 的 对 角 线 上 的 元 素 为 1, 其 
他 元 紊 为 0, 即 了 (6x), 其 中 564w==1,， 6wx 一 0 公关 太 ， 

最 后 , 用 证 明 每 一 个 绝对 收敛 级 数 是 收敛 的 来 说 明 (ec, 0) 是 一 
个 完备 空间 ( 见 第 四 章 定理 2). 设 

AN= (gH) EC, 6), .I=1, 2,..), 

且 设 了 4 中 汗 <o0o，。 记 4 外 Ba 加 ， 那 么 对 每 一 个 r(% 固定 )， 
lim, 4% = 和 jinosc 如 =4 筷 存在， 我 们 将 证 明 4" 依 范 数 
收敛 于 4= (Zornx) Elc, c)。 首先 ，4 是 存在 的 ， 因 为 ， 对 所 
有 的 7 

5 laW| DA. 
对 所 有 的 % 也 有 


35, Ze 哆 | 和 也 14 (19) 
由 此 Dx | ny ~ Dx | bra | < DrlA, 


由 绝对 收敛 性 ,交换 求 和 次 序 是 可 以 的 .现在 ,得 到 | 4| 二 4". 
再 一 次 用 由 (19) 表 示 的 级 数 的 绝对 收敛 性 , 得 

Dx ny = Zo Do = DA. 
由 假设 4 让 一 4" (n>o0, 对 每 一 个 7), 由 于 (19), 级 数 Zr 4 对 
% 是 一 致 收敛 的 (Weierstrass M- 判 别 法 ) .由 此 得 到 

ZrO (n>00). 
至 于 au 一 48 (mn->o0, 上 固定 ) 
可 用 类 似 的 方法 证 明 . 于 是 已 证 明了 4E&€ (c, 0). 最 后 ,证 明 4" 
依 范 数 收敛 于 4， 因 为 


3 g(r) 


7 三 所 十 二 


<S lagl< S14, 


k=1 


所 以 : 
| 上 人 ,= > 上 40->0 (nn->o0), 


“0O0， 


这 就 证 明了 定理 10. 

现在 考虑 Toeplitz 矩阵 集合 (ce P), 把 它 作为 (0, 60) 的 一 个 
子 集 ,很 明显 ，(o, 0; 已 ) 不 是 一 个 子 空间 ,因为 ?3 立 aw->2(n->co) 
对 任何 Toeplitz 矩阵 4 成 立 .(o，5i PP) 的 一 些 性 质 , 将 在 下 面 定 
理 中 给 出 ， 

定理 11 作为 集合 (ec, 0) 的 一 个 子 集 ，(c, 0; P) 是 具有 单位 
元 的 闭 凸 半 群 . 

证 明 设 4 属 于 (0, c; P) 的 闭 包 . 由 于 14| 一 sup 王 |amw|, 在 
在 4"E (o, ci P), 使 得 1 上 4" 一 4 二 s/2. 并 且 

om S|A™— Al+ les |, 
由 此 , 因为 5 名 一 0(->co, 大 固定 ) ,就 有 am>0(n->oo, 上 辐 定 )， 
再 则 
[Bam—1|<|A4m— Al+|Bas—i|, 

所 以 于 anr>1 (m->o0)， 因 此 ， 由 定理 83， 得 4E (o, 0; P)， 即 
(0c,0; 了 ) 是 闭 的 ， : 

显然 ，(e, 0; P) 有 比 凸 性 还 要 强 的 性 质 ， 很 明显 ， 对 任何 
和 十 =1 4, BE (0, ce; P), 有 和 X4+TDBE(e 0;P)， 事 实 上 , 可 
以 证 明 ， 对 任何 4DE (ee P),， r=1, 2 Bh.=1 有 || 
E41<oo 时 ,有 和 4 名 E (0, 0; 了 P) ( 见 第 4 题 ). : 

假定 矩阵 乘积 是 定理 中 有 关 半 和 群 的 乘法 运算 ， 当 然 单 位 矩阵 
是 一 个 Toeplitz 矩阵 , 它 是 单位 元 ， 剩 下 的 就 是 检验 这 一 乘积 具 
有 封闭 性 ， 车 C=4B， 定 理 10 的 证 明 给 出 了 对 每 一 个 xzEo 有 
Cs(z) = hs(Bz)， 由 于 46E (o, 6; 已 ， 因 此 limsOs(o) =lims 4。 
(B(o))=1lim B,(z) .又 由 于 BE (0, coDP)， 也 有 lim B,(c)== 
limu ww， 于 是 当 4, B 是 Toeplitz 矩阵 时 , 4B 是 Toeplitz 矩阵 ， 

当然 ，(e, c; 了 ) 不 是 一 个 群 ， 例 如 ， 容 易 验 证 Toeplitz 
和 矩阵 
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既 没 有 左 的 也 没有 右 的 逆 窍 阵 ， 即 使 一 个 Toeplitz 和 矩阵 有 一 个 道 
矩阵 , 而 此 道 乞 阵 还 可 能 不 是 一 个 Toeplitz 矩阵 ( 见 第 7 题 )， 

下 面 考虑 矩阵 的 卷 积 。 用 5S 表示 所 有 无 限 和 矩阵 的 集合 , 用 普 
通 的 按 坐 标的 加 法 , 以 及 与 标量 的 敢 法 ， 由 (17), 很 清楚 ,S 是 一 
个 可 交换 代数 ， 也 存在 一 个 卷 积 单位 元 召 ， 它 事实 上 是 一 个 保守 
矩阵 , 它 的 第 一 列 都 是 二 其 他 元 素 为 0: 

e000 

若 保 持 (c, oc) 中 通常 的 范 数 结构 , 使 得 (ce, c) 是 一 Banaobh 空 
间 , 但 是 用 卷 积 而 不 是 用 矩阵 的 乘积 ,于 是 (6, 0) 成 为 一 个 具有 单 
位 元 的 可 交换 Banach 代数 ， 

定理 保守 矩阵 的 集合 是 一 个 具有 单位 元 的 Banaoh 卷 积 
代数 . 

证 明 ”由 刚才 上 面 的 按 语 看 来 ， 只 须 证 明 在 卷 积 下 的 封闭 性 
和 范 数 的 次 乘法 性 质 ， 这 是 容易 的 一 一 耕 4, 8B 的 特征 数 是 w ax， 
5b, Bb, 则 由 (17), 记 CA4A*xB, 有 

Cn,x—>00 Ox 二 "二 QOy bo(n—>00, 上 固定 ). 
又 由 关于 绝对 收敛 级 数 的 Cauchy 乘积 的 初等 定理 ,对 每 个 必 有 
Dx lenx| EP nx| xp， Dreny = Dy Vann Sx Onx. 

因此 lol<|4].1B| 和 Ei oo 一 0 (一 ce)， 
所 以 可 以 看 出 0 是 保守 的 , 范 数 是 次 乘法 的 . I 总 
的 范 数 等 于 工 . 

推论 Toeplitz 和 抢 阵 作为 卷 积 代数 (c, 0) 的 一 个 子 集 构 成 一 
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个 没有 单位 元 的 半 群 ， 
证 明 这 是 一 个 容易 的 练习 ， 
景 后 ,关于 由 (18) 给 出 的 第 二 卷 积 说 上 一 .两 点 ， 在 第 二 卷 积 
下 ， 所 有 矩阵 的 集 8 是 一 个 可 交换 的 没有 单位 元 的 广 群 (grou- 
poid) @， 封闭 性 和 可 交换 性 是 明显 的 ， 如 果 我 们 假设 存在 一 
个 单位 元 召 , 那么 对 所 有 的 4 都 有 Ar“ 加 ~ 4， 令 am 一 1 得 om 一 
1， 于 是 在 4** 如 4 中 令 gmw 一 上 就 得 到 了 矛盾， 因此 ,不 存在 单位 
元 ,5S 不 是 一 个 半 群 , 因为 结合 律 不 成 立 ， 例 如 ,车 
1 0 0 | 
1 1 0 
0 0 0 


1 0 0 
0O=|0 1 0 


A4=B= 


» 


于 是 (4sx*B)JxxO 的 (1, 1) 元 素 是 1/2, 但 4xx (BxO) 的 (1, 
元 素 是 1/4, 
定理 13 ”在 第 二 卷 积 下 ,，(y, 0; P) 是 8 的 一 个 子 广 群 . 
证 明 ”可 以 象 上 面 一 样 证 明 (y, 6; 了 ) 没 有 单位 元 而 且 不 是 一 
个 半 群 。 现在 若 0O=A4xxB， 其 中 4,，BE (y, c; 了)， 那 么 , 因为 
Qnp 下 ]，Dbnn>1(m>o0, 上 固定 ), 因而 由 (18) 有 cm 一 1(n->o0, 此 固 
定 ) 。 从 容易 验证 的 恒等式 (为 简单 起 见 省 略 %) 


4 一 
(G+1) 之 0b 一 和 01 Bis 
1=0 1=0 
¢ 
> 了 {es (8;_1— b;) 十 Os (Cr-i —0i) } 


得 到 ， 
> < > pA | 40 
十 | | 4a; | }, 


@ 一 个 广 群 是 一 对 (G,，*);G 是 非 空 集 ，“. ”是 GX 到 9 中 的 一 个 活 数 ,在 这 
里 的 情形 ,G = 5， “… 是 本 
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其 中 hj=aj-1 一 9;， 由 于 
anzl |aro| 十 [Gn0 一 Grni| 十 … 十 |coz 一 Goz| 


和 Quno 一 > 了 《9 一 >co ) ， 


SU pn 之 |@n, wi1— ,x| = M(A) < 0, 


有 > 4al <{suplawl + M(A)}MB) 
/ +{sup|bw| + M(B)}M(A). 
记 住 6=cm 这 一 事实 ,现在 看 到 
Sup， 2 ;| < ce， 


因此 0= 4A**B 是 y- 和 矩阵 ， 


习 题 2 


1. 设 4=(anz)， 若 amz 一 0(%>>n)， 就 称 4 为 下 半 和 矩阵 (或 下 三 角 和 F 
阵 ). 证 明 所 有 保守 的 下 半 和 给 阵 的 集 4 是 一 个 代数 , 且 4 的 根 (radical) 中 每 
一 个 矩阵 有 零 对 角 线 . 

2. 设 和 4 是 Toeplitz 和 矩阵, B 是 保守 矩阵 ， 证 明 48 的 特征 数 与 如 的 
特征 数 相同 ， 给 出 一 个 例子 ,使 B4 的 特征 数 与 BB 的 特征 数 不 同 . 

3. 证 明 同 正则 矩阵 集 是 (ec，c) 的 开 集 , 但 不 是 子 空间 . 

4. 设 4D6(c cc;P), ?=1, 3, 1…,24 =1, 且 | 和 4" 首 <o0. 证 
有 明 (Zr A a ) € (ce, c; P). z 

5. (i) 证 明 (y, c; 了) 在 逐 项 乘积 下 是 一 个 广 群 ， 它 是 一 个 代数 吗 ? 

(ii) 在 逐 项 乘积 下 , (c, 0) 是 一 个 代数 吗 ? 
6. 在 矩阵 乘积 下, (1。, c) 是 (c, 0) 的 财 子 代数 吗 ? 
7. 证 明 (C, 1) 平 均 的 Toeplitz 矩阵 有 一 个 非 保守 的 逆 矩 阵 . 
8. 给 出 两 个 保守 的 非 了 Toeplitz 抢 阵 4, B 的 例子 , 使 4 号 是 Toenplitz 


9. 证 明 4e (y, c) 的 充 要 条 件 是 aw>ai(n> ce, 丰 固定 )， 
M(A)=sup, > | Qn kl1™ Un | ~ 929 。 


定义 上 al=sups|ano +2MCA). 


证 明 这 是 (Y, c) 上 的 一 个 范 数 ,而且 (Y, c) 是 一 个 Banach 空间 , 它 在 第 二 郊 
积 下 是 一 个 可 交换 非 结合 无 单位 元 的 代数 . 

10. 设 吾 是 (7，c) 的 子 集 , 且 Timx anx 一 0 2 一 0 1,，…. 证 明 在 第 二 卷 
积 下 , 召 是 (7，c) 中 的 一 个 理想 . (条件 limnanx=0 是 重要 的 ， 关 为 为 了 使 一 
个 矩阵 4€ (y, c) 是 比 收敛 性 强 , 此 条 件 是 必要 的 。 至 于 最 后 这 一 短 名 的 意 
义 ,可 参看 下 面 § 3.) : 


$3 可 和 性 


利用 无 限 矩 阵 来 研究 的 序列 的 可 和 性 主要 有 三 种 类 型 一 一 通 
常 的 , 绝对 的 和 强 的 ， 首先 , 考虑 “通常 的 " 可 和 性 , 而 保留 "绝对 
的 "和 “ 强 的 ”两 词 以 表明 其 他 类 型 ， 

任意 取 一 个 矩阵 4= (amw) 。 当 且 仅 当 对 每 一 个 %，A4s(2) 一 
Fr an 存在 , 且 An(z)>1(n->o0) 时 ,序列 5= (ww) 叫做 4 可 和 
到 也 记 为 zw>1(4). 例如 ,车 了 是 么 矩阵 ,那么 mr->!(T) 的 意义 愉 
好 是 在 通常 收敛 意义 下 mw->7《h->o0). : 

用 (4) 表 示 所 有 4- 可 和 序列 的 集合 . 集合 (4) 称 为 害 阵 4 的 
可 和 性 域 。 于是， 若 4z= (4。(O))， 那 么 (4) {vw| 4wEc}， 这 
里 e 是 收敛 序列 的 集合 . 例如 , (站 =o， 当 且 仅 当 4 是 一 个 保守 扼 
阵 时 ， 包 含 关系 cC (4) 成 立 ， 特别 ， 当 4 是 Toeplitz 矩阵 时 ， 
0OC (4)， 但 在 这 里 集合 包含 掩盖 了 由 2%€0, mx-> 1 必 有 人 
而 不 仅 是 4zEoe 这 一 更 精确 的 信息 ， 

历史 的 材料 和 特殊 的 求 和 方法 的 详细 性 质 可 以 在 Hardy 的 
杰出 的 著作 <Divengent Series> (1949) 中 找到 ， 我 们 在 很 大 程度 
上 把 自己 限制 于 更 一 般 的 问题 ， 然 而 ,有 一 点 我 们 应 该 先 讲 一 下 ， 
象 我 们 今天 理解 的 序列 和 级 数 的 收敛 性 ， 是 由 Cauehy 明确 定义 
的 , 在 他 之 前 许多 年 ,Léonard Euler(1707 一 1783) 一 一 或 许 是 各 


他 大 步 向 前 进 , 发 现 了 许多 关系 式 和 漂亮 的 公式 ,这 是 读者 从 初等 
: 。2056 。 


分 析 中 就 知道 的 . Euler 没有 一 个 严格 的 收敛 性 的 定义 , 他 可以 满 
不 在 平地 在 公式 (1 十 @) =1 一 ws 十 9 一 … 中 令 %=1 (我 们 知道 仅 


在 |z| <1 时 是 对 的 ), 且 得 到 奇怪 的 结果 ; 地 一 1 一 1+1 一 …, 在 我 


们 的 收敛 性 的 (s, 入 (6)) 定 义 框框 之 内 ,上 面 引 述 的 公式 是 永远 无 
意义 的 一 一 右边 是 某 个 极限 的 符号 (序列 (1, 0, 1, 0, 1,…, ) 的 极 


限 ) ,而 这 个 极限 是 不 存在 的 , 因此 , 它 不 能 是 地， 然而 , 可 和 性 的 


”概念 赋予 此 公式 以 意义 .车 z= (1, 0 4,，0,…), 则 容易 验证 2 是 


(0,)- 可 和 到 去, 这 可 以 写 为 mr-* 可 (0, 1)， 或 写 为 级 数 形式 
L141 一 … 一 让 (0, 1，1 一 1+1 一 … 一 于 (Abel) 的 情况 也 是 一 
样 ， 为 此 , 必须 证 明 号 as2 于 (2 31 一 ), 其 中 ow 一 (一)*， 但 是 
对 |z| < 并 我 们 有 
api 一 1 一 2 十 … 一 (十 四 >1/2( v2->1"), 

于 是 有 两 个 特殊 答 阵 或 求 和 方法 ， 用 这 两 个 方法 ， 发 散 级 数 1 一 
1+1 一 … 的 “和 ”等 于 值 1/2. 

上 面 的 例子 是 有 趣 的 ， 但 是 价值 不 大 ， 下 面 只 举 三 件 事 信 : 
可 和 性 在 Fourier 级 数理 论 上 已 经 有 了 成 绩 : 关于 (0, 1)- 可 和 
性 的 Fejér 定理 ， 或 许 是 这 一 理论 在 连续 几 年 很 少 进展 以 后 的 第 
一 个 突破 .附带 说 说 , Fejér 定理 的 一 个 推论 是 Weierstrass 近似 
定理 (这 个 近似 定理 实质 上 是 说 ，[0, 人 上 的 多 项 式 依 上 确 界 范 数 
在 0O[0, 11 中 是 稠密 的 ). 还 有 ，Norbert Wiener 的 Tauber 理 
论 引导 他 利用 Lambert 可 和 性 去 证 明 一 个 素数 定理 . 第 三 , esiro 
可 和 性 使 级 数 的 乘法 取得 令 人 满意 的 形式 ， 

现在 , 回 到 一 些 一 般 的 考虑 上 来 . 若 4 是 Toeplitz 矩阵 , 那 
么 cc (4) 一 一 更 确切 地 说 ， 每 一 个 收敛 序列 4- 可 和 到 相同 的 板 
限 。 象 我 们 早已 看 到 的 那样 ,可 能 发 生 包 含 是 严格 的 情形 ， 例 如 ， 
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z= (0 1, 0 …)E(O 1 但 zz 全， 这 样 , (0O, i) 平 均 至 少 使 
一 个 发 散 序列 可 和 . 我们 说 (0, 1) 比 收敛 性 强 ， 对 一 般 的 甜 隆 
4, 情形 类 似 ， 但 也 可 能 某 一 个 Toeplitz 矩阵 4 仅 使 收 全 序列 十 
和 , 即 (4) =c， 于 是 我 们 说 4 等 价 于 收敛 性 ， 除了 (CD) =o 的 明 
显 的 情形 之 外 ,看 起 来 还 不 能 准确 知道 什么 使 一 个 Toeplitz 矩阵 
等 价 于 收敛 性 ， 一 个 证 明 (4) =c 的 定理 叫做 Mercer 定理 , 这 是 
按照 Mereer 命名 的 , 他 证 明了 这 种 类 型 的 一 个 重要 定理 ， 他 的 结 
果 可 以 描述 如 下 设 4 由 4,(%) www 十 (1 一 @)ms 定义 ， 其 中 
0 二 0, mm 是 Zi，2Za，…，2n 的 算术 平均 。 于 是 4 是 Toeplitz 甜 
阵 ， 因为 由 0 一 > 必 有 
4 rw)—>al+ (1—aod) =! 

(实际 上 没有 给 a 以 限制 ). Mercer 证 明了 当 w>0 时 ,由 4,(w)->I 
具有 Or 对 于 这 个 证 明 , 可 参考 Hardy 的 <Divergent Seriesy 
定理 51. 
一 个 给 定 的 Toeplitz 矩阵 4 可 能 使 某 些 发 散 序列 可 和 ， 但 
Bteinhaus 首先 证 明了 4 不 能 使 所 有 有 界 序列 可 和 .事实 上 ， 他 
证 明了 存在 一 个 由 0 和 工 组 成 的 序列 , 它 不 是 4- 可 和 的 . 我们 将 
从 我 们 在 矩阵 变换 方面 的 结果 推导 Steinhaus 定理 ， 至 于 原始 定 
理 的 一 个 证 明 可 参看 Cooke 著 lnfinite Matrioeg and 8Sequenoe 
Spaoes (无 穷 矩 阵 与 序列 空间 )» 定理 4.4(IID. 

定理 14 (Steinhaus) ”给 定 任何 Toeplitz 矩阵 4， 总 有 一 个 
有 界 的 序列 不 是 4- 可 和 的 . 

”证 明 特征 x(4) =1， 于 是 44 (4。, c)， 因 为 在 (, 0) 中 的 
矩阵 有 零 特征 ( 见 定理 6() 和 (地 )， 但 是 4E€ (1%, 0) 当 且 仅 当 4 
使 所 有 有 界 序列 可 和 ， 因 此 得 出 结果 . 注意， 在 定理 的 假设 中 
“Toeplitw” 可 用 “ 同 正 则 ”代替 ,于 是 给 出 稍为 更 一 般 的 结果 ， 

我 们 已 经 注意 到 一 个 Toeplitz 矩阵 可 能 等 价 于 收敛 性 .现在 


证 明 某 种 类 型 的 同 零 矩阵 总 是 比 收 伍 性 强 . 一 个 矩阵 4, 者 wm= 
0(k> 人 县 am 尖 0 对 所 有 半 成 立 , 则 称 为 正规 的 ， 若 4 是 正规 的 ， 
Hy, = 2 Gny Tk, 那么 容易 从 中 解 出 化 ) 比如 说 ， tn = Dh Ong Yn. 还 


可 算出 iu- -一 


定理 东 每 一 个 正规 的 同 零 箱 阵 都 比 收敛 性 强 ,， 即 至 少 能 使 
一 个 发 散 序列 可 和 |， 
证 明 设 和 是 正规 的 且 是 同 零 的 ,那么 它 的 逆 矩 阵 存 在 ,用 B 
b= (> Dot )nes 和 bx= (Onv)new (8 一 0，1，…)， 
于 是 4,(0) =1 和 AsC0x)==6mw， 所 以 序列 5 和 ;在 (4) 中 ， 令 
lz =sup,| 4,(2) |， 这 里 2z€ (4), 我 们 看 到 (4) 是 一 个 赋 范 线性 
空间 , 我们 能 用 类 似 对 0 使 用 过 的 方法 ( 见 第 四 章 ) 刻 划 对 偶 空 间 
(4)" 的 特征 ， 已 经 发 现 JE (4)* 当 且 仅 当 存在 一 数 t 和 一 序列 
(tx) Eh 使 
Fw) =tlim, An (2) + Zr te Ar(%) (20) 
对 所 有 xE€ (4) 成 立 ， 事 实 上 , 当 f€ (4) 时 , t=t( 用 =/(2) 一 
之 (08) 和 要 == 矶 (Jf) = (bv), 其 中 5, bx 定义 如 上 ， 
现在 假设 4 不 是 比 收 敛 性 强 . 那么 (4) =c， 而 我 们 将 证 明 
了 (2) =limws 定义 一 个 (4) 的 元 素 f， 很 明显 , f 在 (4) 上 是 线性 
的 , 并且 对 xo, 
| on| a | Bx Tr Onx | Bn Dnr Gry | 


<> One) Dam 
<|Bllzl. (21) 


这 样 计算 是 合理 的 , 因为 B= 4 是 保守 的 , 它 的 证 明 如 下 : 大 
vwEc, 那么 A(4d-1w) = (44 了 站 w=w, 所 以 4-ToK(E 4)=o, 因 此 4 
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是 保守 的 ， 从 (21) 我 们 得 到 
To = Hmzs|<|Bllal, 
所 以 了 在 (4) 上 是 有 界 的 . 现在 由 (20), 有 


Fe) —tlim, A (6) = Dt > gn 
/ : > A, (ex) 
一 S [ (er) —1 A(e)], 


即 1 一 lim Fy go = 一 t+Zxlimsanx， 也 就 是 1=tx(4)， 因 为 
x(4) 一 0， 这 是 不 可 能 的 ， 于 是 , (4) =e 的 假定 是 错误 的 ， 所 以 
cC (4) 是 严格 的 ， 这 就 证 明了 定理 . 
“为 了 使 一 个 y- 和 矩阵 比 收 敛 性 强 , 有 一 个 简单 的 必要 条 件 ， 现 
在 把 它 写 出 来 . 
定理 16 若 4E(Y,6;P 了 ) 至 少 能 使 一 个 发 散 级 数 可 和 ,那么 
Timyaem==0 对 n=0,1，2, …, 成 立 ， 
证 明 设 之 丸 是 发 散 的 而 且 是 4- 可 和 的 . 那么 Zou 加 对 每 
一 个 多 收 化. 因此 , 当 序 列 (dx) 有 有 界 变 差 时 , 之 om bax 对 每 一 个 
n 收敛 . 现在 由 sup 之 | darx| 过 0 必 有 limxanp 一 ,nn 一 0, 二,…， 
假设 存在 ,使 刀 关 0, 那么 对 此 ,有 |ens| 之 |l,|/2 对 > 和 成 立 ， 
因而 (Gp)w>x 一 (1/anr)x>x 有 有 界 变 差 . 因此 ， > onx Ox dx 收敛 ， 
即 莹 6% 收敛 ,与 王 5; 发 散 的 事实 相 了 矛盾， 于 是 丸 = 0 对 每 个 % 成 
立 ， 
现在 简略 地 考虑 绝对 的 和 强 的 可 和 性 (aa 忆 中 的 矩阵 有 4， 
称 为 绝对 保守 的 . 者 4 是 在 (5 轧 中 , 则 称 为 绝对 正则 的 ， 利 
用 定理 5 可 知 , 当 且 仅 当 
sups Zu|cw <co 和 Znanx=1 地 一 1 2，…) 
时 ，4 是 绝对 正则 的 ， 对 任何 盾 阵 4， 用 |4| 表示 使 4 (%) = 
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sb 


0 


8 中 


Zxanzzx 对 每 个 勾 存在 且 ,| 4(c)|<ce 的 所 有 序列 zz 的 集合 . 
于 是 , 2E |4| 是 4- 绝 对 可 和 的 (或 |4|- 可 和 的 )， 当 且 仅 当 4 是 
绝对 保守 的 时 ,有 ANC |4|. 

或 许 ， 最 简单 的 绝对 可 和 性 方法 是 由 一 阶 Cesiro 平均 给 出 
的 ， 若 


1 到 本 D2 (n+1—k)or 


且 t€E6, 那么 说 写 ax 是 (CO, 1)- 可 和 的 . 若 4E BF， 则 说 之 wk 是 
10, 工 -可 和 的 .容易 证 明 SI 1)， 而 因为 


很 清楚 ,CC, 1|. 更 ep | 做 >>0) 是 正确 的 (见习 
题 3) 

与 通常 的 可 和 性 情形 类 似 ， 绝 对 正则 可 和 性 可 能 等 价 于 绝对 
收敛 , 例如 , 不 难 证 明 , 当 且 仅 当 lim infChnrs/ 和 rn) > 工时 | 丽 , 和 ,| 
一 hh， 这 里 我 们 说 卫 ww 是 1B, %, -可 和 的 是 指 1E:BV ,其 中 


tn = 3 (1 Xe/ 入 n+1) Vk, 


1B", 入, 1| 是 “间断 的 ”绝对 一 阶 Riesz 可 和 性 ， 我们 说 之 zx 是 
也 入 ,|- 可 和 的 (>0, 这 里 | BR, 入 | 是 连续 的 稍 形 )， 右 
O'\U) 是 一 个 L[xo，ce) 上 的 有 界 变 差 函 数 , 这 里 

CU)=- 一 局 (1 —Ns/U) wn, 


照 Steinhaus 定理 (定理 14) 类 推 ， 一 个 人 可 能 倾向 于 认为 没 z 
有 哪个 绝对 正则 矩阵 能 使 所 有 的 条 件 收 敛 级 数 可 和 (他 大 概 是 这 
样 类 比 的 ， 绝 对 正则 类 似 于 Toeplitz， 条 件 收敛 类 似 于 有 界 性 ). 
然而 ， 实 际 上 存在 绝对 正则 和 矩阵 能 使 所 有 的 条 件 收 敛 级 数 可 和 . 
例如 ,cz ==1，amw 一 0 (> 了 有 = 二 2 …), 某 些 进一步 的 结果 可 
看 习题. 
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最 后 ， 我 们 转 到 强 可 和 性 . 对 任何 矩阵 4， 和 任何 序列 p= 
(wxr>0, 我 们 说 zz= (zx) 是 [4, pj]- 可 和 (或 (4, wp)- 强 可 和 ) 
到 ?的 , 记 为 wx>tL4，p]， 若 4 (lz 一 pz|2) 对 每 个 % 存 在 , 县 当 
n>oo 时 趋 于 0， 关 于 强 可 和 性 , 记 

A,(|z2|?) = Sr nx | oj， 
车 4,(|z|?) =0(D) ,我 们 说 4 对 (4, p) 是 强 有 界 的 .还 有 , [4,p] 
表示 所 有 [4, -可 和 的 wv 的 集合 ，[4, pj 表示 对 (4, p) 强 有 
界 的 的 集合 , [4, pjo 是 满足 4,(|z|?) =o( 了 DD) 的 z 的 集合 ,将 4 
特殊 化 可 得 到 一 些 已 知 的 空间 . 例如 , 若 anx 二 1(l€k<n), gw=0 
(%>n), 那么 [4, p] 一 ls， 用 1。(p) 表 示 [I, 四 这 里 了 是 勾 抵 
阵 ， 车 4= (OO, 1), 则 wx->ltL0, 1, pj 的 意思 是 
z 二 六 | 2 一 站 中 >0. 


现在 证 明 关于 强 可 和 性 的 三 个 结果 . 
定理 1 设 p= (os) 是 有 办 的 ,而且 4 是 非 负 的 .那么 
[4, plo, [4, p],，[4, p]> 是 线性 空间 ， : 
证 明 只 考虑 [4, pjo; 其 他 的 可 类 似 地 讨论 . 车 豆 =snp ps， 


那么 
lgst+ Ox|*<O( arls++ |or|®), 
这 里 C=max(1, 25 5， 还 有 | 入 |”*<max(1l, | )， 并 记 4= 
sup| 入 |”,， =sup|Als， 因 此 
lim sup 4(|Xz 二 HUI 和 Ciinm sup A,(|%|?) 
二 OH lim sup4 Cy|?), 

结果 就 出 来 了 . 
对 某 些 和 矩阵 4 来 说 , 为 了 使 [4, plo 等 等 是 线性 空间 2p 的 有 
和 界 性 不 但 是 充分 的 ， 也 是 必要 的 ， 作 为 一 个 例子 ,考虑 空间 ip). 
若 1(o) 是 一 个 线性 空间 , 那么 对 任何 ZE1(p) 总 有 2zE1p)， 即 

| / : 。 21I. 
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只 要 之 |r|#<eoe 就 有 2”*|wr|”* < 之 oo 成立 ， 由 此 很 容易 得 到 
pe— 0(1). 

定理 18 对 任何 非 负 的 矩阵 4, 和 任何 有 界 序列 p,，[4, pjo 
是 一 个 以 

g (2) =sups Fs nn| wn |™) YY 

为 副 范 数 拓扑 线性 空间 ,其 中 MM 一 max(i, sup px)， 

证 明 很 明显 ,g(9) 一 0, g(w) =g( 一 w). 9 在 [4, pjo 上 是 次 
可 加 的 , 这 由 类 似 于 第 二 章 $1 中 对 LCp) 给 出 的 论证 得 到 ， 还 必 
须 验 证 乘法 的 连续 性 ， 对 任何 复数 和 有 | 和 |”*<max(1i, | 和 |”)， 
五 =sup Wi<coe， 因 此 在 [4, oo。 上 ,9(CO) <(sup| 入 |) IC2)， 
由 此 当 和 >0, wz 一 9 时 , 必 有 入 2 一 0， 同样, 当 w->9, 入 固定 时 , 必 
有 入 xz 一 0， 现 在 设 和 >0, z 固定 . 对 | 入 | <<1, 全 4,(|%z1?) < 之 对 
n>N(e) 成 立 ， 同 样 , 对 ln<N， 因 为 Zrawi 人 |2 <co， 存 在 
及 使 


>) anr | Avr | < 8, 
E=W 


取 入 足够 小 , 则 我 们 有 4,《|Xw1”) 二 2 对 所 有 % 成 立 ， 因 此 , 当 
->0 时 ,9(Mo)->0， 这 就 证 明了 定理 ， 四 

在 我 们 的 最 后 一 个 定理 中 , 考虑 的 是 强 正则 性 的 问题 ,我 们 说 
一 对” (4, p) 是 强 正则 的 ， 如 果 由 or” 必 有 zi 一 1[4, p] 的 话 ， 
对 强 正则 性 找 出 关于 4 和 wp 的 精确 条 件 的 问题 ， 看 来 是 十 分 困 
难 的 ， 然 而 如 果 把 2 加 以 限制 , 则 有 如 下 结果 ， 

定理 19 设 m, 办 是 常数 ,0<m<pr<M， 那 么 当 且 仅 当 
AE (co 6o) 时 (4， Dp) 是 强 正则 的 . 

证 明 ”对 充分 性 ,由 于 Zzxz 关 仅 二 由 当 wu->1 时 ， 必 有 |wx 一 1? 
一 0， 因 此 ,由 46€(6o, co 必 有 zx->lL4A, pj]. 

现在 假设 当 ww>1 时 必 有 4,《|z 一 1e|”)->0， 那么 当 |zx 一 1 
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~>0 时 必 有 Dom|wr 一 中 ->0， 这 里 一 二 因为 和 之 池 


当 zx 一 1 时 必 有 |wy 一 中 "一 >0。 因此 , 分 和 2 成 实 部 和 虑 部 
然后 分 解 它们 成 正 的 和 负 的 部 分 ,我们 看 到 当 mw->! 时 必 有 
之 anmx (wy 一 上 一 0， 由 此 4AE (co, co)， z z 
注意 ;mr<W 在 充分 性 上 是 多 余 的 , 而 ps 之 m 在 必要 性 上 是 
多 余 的 . 


习 题 8 


1. 证 明 Abel 方法 不 弱 于 任何 Cesaro 方法 ， 即 证 明 由 了 an 一 sCC，7)， 

> 一 1， 必 有 和 芝 an 二 s(Abel). 提示 ,注意 
Parl Ar 
其 中 纪 是 +? 阶 Cesaro 平均 ， 事实 上 ， 方法 强 了 所 有 的 。 Cesaro 方法 ( 考 
虚 了 qn, 其 中 
exp {(1+ 3 一 了 an xn. 

2. 证 明 amw=2(n 一 K+t1n-1n+1)-1 (<k<n)，anw=0C>n)， 是 一 
个 Toeplitz 短 阵 . 检查 序列 (( 一 1)**?%) 是 不 是 4- 可 和 的 ? 

3. (i) 证 明 对 每 一 个 Toeplitz 矩阵 4 总 有 一 个 与 之 对 应 的 -给 阵 8 

bn = > dnp. 
” (ii) 设 互 是 一 个 7- 和 矩阵 , 证明 当 且 仅 当 limalims bm 一 0 时 ，am 一 por 一 
bs ul 是 Toeplitz 和 矩阵 
4. 证 明 如 下 的 Steinhaus 类 型 的 定理 : 给 定 任 何 Y- 和 矩阵 如 总 存在 一 
人 > 和 的 级 数 , 它 不 是 8- 可 和 的 . 
. 证明 as 一 (ez+1D ACE 二 (2 7 于， 2 …) 是 Joeplitz 矩阵 , 并 
的 y- 和 矩阵 B( 见 第 3 题 ()) 由 
: bm 地 | et*at 

给 出 . : 

6， 若 Cesaro 平均 碟 有 有 界 变 差 . 即 了 | 络 一 三-1| 二 oo. 我 们 说 ox 是 
|C, >|- 可 和 的 或 ae 10, +|， 证 明 hc10, ?|. 对 所 有 的 +>0 成 立 . 

7. 证 明 ( 一 1)*h"? 是 |0, 1|- 可 和 的 ,但 (一 1)"/log (k++1) 不 是 . 
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8. 用 Bi(4) = a1 
2 .9) 

—]1)? 
定义 变换 Ba.《a)== 台 ,bnz Gx。 证 明 BB 是 绝对 正则 的 ， 且 当 立 an 条 件 收 敛 时 
Zn|B5a(o)|=c. 并 证 明 存 在 一 个 a 和 于 0(D) 的 级 数 是 B- 绝 对 可 和 的 . 

9. 证 明 每 一 个 行 有 界 的 绝对 正则 矩阵 能 使 每 一 个 条 件 收敛 级 数 可 和 ， 
对 此 级 数 和 矩阵 是 适用 的 ， 行 有 界 的 意义 是 对 % 汪 ?7, Qni 二 0, 这 里 7 与 无 关 ， 
而 4 适用 于 Bw 的 意义 是 也 anw zz 对 每 一 个 二 收敛、 

10. 关于 强 可 和 性 , 证明 !2) 既 能 看 作 [4, pj] 空间 又 能 看 作 [B, pjo 
空间 , 即 能 找到 和 矩阵 4, BB 使 i(p) 一 E4,2]-=LB,pjo. 对 有 乔 的 p, 证 明 从 p) 
是 一 个 拓扑 线性 空间 ， 

11. 设 0<pr 所 1 且 记 [7, pj 二 7%。(p), 其 中 I 是 么 矩阵 ,证明 i(p) 可 
用 g(x) 二 sup|zx|” 作 副 范 数 ; 以 及 当 且 仅 当 inf pi>>0 时 ,有 2&1l(p). 

12. 若 4 是 非 负 的 , 且 0<inf os<sap 入 <co, 证 明 [4，wp]w 在 $3 定 
理 18 的 副 范 数 下 是 一 个 拓扑 线性 空间 ， 

13, 设 工 是 么 矩阵 , 证 明 当 且 仅 当 p 是 有 界 时 ， [1, pj 是 一 个 线性 空 s 间 。 


”14. 定义 am— (1<k<n), nz 二 1(%>>n), 且 对 所 有 的 之 1 取 ps=h， 
证 明 (4, p) 是 强 正则 的 ,但 4 针 (co, co)， 与 $3 定理] 坟 比较。 


Bn (0) 一 qn-1 十 了 (nn 之 2) 


S$4 Tauber 定 理 


在 这 简短 的 一 节 ， 只 能 将 Tauber 理论 的 宽广 的 范围 作 一 介 
绍 ， 对 于 较 深 刻 的 Tauber 定理 的 其 他 细节 读者 可 参考 Hardy 
«Divergent Series» 以 及 那里 引用 的 期 刊 文献 ， 我 们 涉及 的 是 
Tauber 理论 的 相当 近代 的 发 展 ， 它 与 论述 所 谓 Tauber 常数 有 
首先 , 稍稍 勾 划 一 下 历史 发 展 的 轮廓 . Abel 在 1826 年 证 明了 
车 驻 an=s, 则 刁 on 一 SAbel), 即 每 一 个 收敛 级 数 是 Abel- 可 和 到 同 


样 的 和 . 我 们 知道 其 道 一 般 是 不 成 立 的 . 例如 , 到 一 1'= 志 (Abel)， 
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但 互 (一 D*# 亏 ， 何 时 其 道 是 对 的 ?在 对 on 加 以 限制 后 ,Tauber 


在 1897 年 首 先 证 明 若 Sa 一 8s (Abel) 且 ar 一 0 (一 ce)， 刚 
a, 一 s， 于 是 , 条 件 nan->0 一 一 现在 称 为 Tauber 条 件 一 一 使 我 
们 能 从 Abel- 可 和 性 导出 收敛 性 ，Tauber 还 证 明了 一 个 有 关 的 
定理 , 称 为 Tauber 第 二 定理 ， 把 他 的 两 个 定理 列 出 来 以 便 参考 . 
7 由 2ar=s(Abel) Hnas->0 必 有 .Qn 二 5 
Tso. 由 an=s(Abel) 有 是 nan>0(0, 已 必 有 之 cn=3。 
当然 , Ti 是 7s 的 推论 , 因为 当 %4n->0 时 , 必 有 na 一 0(0,1). 
在 1911 年 ,Littlewood 着 手 搞 更 深入 的 Tauber 定理 , 他 用 zcn= 
0(1),， 即 nas 是 有 界 的 ,代替 nas>0《 即 ngs =0(DD)) 来 证 明 TD 
一 般 地 说 ， 一 个 Tauber 定理 是 一 个 从 可 和 性 去 推断 收敛 性 的 结 
果 , 通 常用 的 办 法 是 设置 一 个 关于 被 求 和 的 级 数 的 项 的 阶 条 件 . 一 
个 非常 一 般 的 Tauber 定理 已 被 Wiener 于 本 世纪 三 十 年 代 创造 
出 来 , 他 还 用 这 个 定理 给 出 素数 定理 的 一 个 证 明 (Wiener, 1932)， 
在 Tauber 定理 的 0- 结果 和 0- 结果 之 间 ， 有 一 类 中 间 的 结 
果 , 它们 加 强 0- 结 果 并 且 在 所 规定 的 意义 下 是 “最 佳 可 能 的 ”"， 这 
些 中 间 的 结果 不 象 0~ 结 果 那 么 深刻 , 但 它们 在 Tauber 理论 中 增 
”加 了 有 价值 的 内 容 , 这 些 中 间 的 结果 中 的 第 一 个 是 出 于 Hadwiger 
(1944) 的 定理 ; 
定理 20 存在 一 个 绝对 常数 Wi 使 


lim Supy >a, Ti 一 之 ax | Mi lim supn n| oa,|, (22) 


这 里 m=1 一 工 
we 2 


这 个 结果 很 漂亮 , 看 起 来 是 由 于 它 关于 (cn) 不 加 上 件 么 条 件 . 
很 清楚 ，Tauber 的 第 一 个 定理 是 Hadwiger 定理 的 一 个 推论 . 
Tauber 第 二 定理 的 一 个 推广 是 由 Wintner(1947) 给 出 的 定理 : 

.216， 


定理 21 存在 一 个 绝对 常数 Ms, 使 (22) 的 左边 小 于 或 等 于 
> kay (28) 


这 样 Wintner 的 结果 蕴涵 了 Tauber 的 第 二 定理 ， 然 后 , 由 
Hartman (1947) 证 明了 对 第 数 Mi 和 以 3 的 最 佳 值 是 几 1 7 十 
28， Ms 二 M1 十 2/e, 这 里 YY 是 Boler 常数 0.57721.…, 且 


B= [re ia 一 0.21938.…， 


我 们 用 最 佳 值 一 词 的 意思 是 , 例如 说 ， 
M:'=max{(lim sup tn)/ (lim sup nla, |)}, 
这 里 最 大 值 是 对 所 有 使 lim sup njas| >0 的 4 取 的 , t, 是 指 (22) 
中 的 表示 式 ， 最 佳 值 Wi 和 Ms 称 为 Tauber 常数 . 
本 节 中 ， 我 们 只 去 证 明 一 个 关于 Tauber 常数 的 一 般 定 理 . 
Hartman 最 佳 值 可 以 作为 一 个 特殊 情形 得 到 而 且 只 需 用 极 少量 
的 计算 ， 在 定理 22 中 将 给 出 在 Tauber 条 件 


A=lim gups b> has | <o0 (24) 


下 一 般 矩 阵 变 换 的 Tauber 常数 存在 的 充分 必要 条 件 。 条 件 lim 
sups njas | 天 ce 导致 一 个 类 似 的 定理 ( 见 第 5 题 )， 在 此 定理 前 ， 
提出 一 个 引 理 . 它 可 以 用 类 似 于 证 明 第 七 章 $ 1 定理 6 的 方法 证 
明 ， 证明 的 细节 留 作 练 习 ， 

引 理 设 ang—>0(n—>00, Ek 固定 ) , 且 

lim sup By 1ow| 一 CO<co。 
那么 只 要 lim suplss|<oo, 总 有 

/ lim sups | Bx any sk < OC lim sup, | 5, |。 
还 有 , 存在 一 个 序列 (sy), lim sup|s,| =1, 使 
lim sups | Dix Gn Sk| = 0. 

在 下 面 的 定理 中 ， 对 任何 矩阵 (anw) 记 4amw=amw 一 Gmxrz， 所 
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有 的 和 都 是 从 k=1 到 = co， 除非 另外 说 明 ， 而 且 上 极限 是 当 人 > 
ce 时 取 的 ， 
定理 跑 设 4 由 (2 给 定 且 4 一 co, 那么 为 了 使 
/ B,(a) = Drr ar, On(0) = DCng oy 
对 每 一 个 % 存 在 ,并 且 有 一 个 常数 弄 , 使 
lim sup| B,(a)—O,(a)|<MA (25) 
的 充 要 条 件 是 
(a) |bsx| + |enx|—>0 eco， n 固定 )， 
(b) 8z 一 Cox->0 WO 一 >co, 8 固定 )， 
(0) 28 d(Cns/k)| 十 |4(cnr/k) |) 过 co (对 每 个 7)， 
(d) D=lim sup 2k| A({bnp— car} /Ek) | 之 o0., 
当 (a) 一 (d) 成 立时 ,可 取信 -DD, 并且 这 个 常数 D 是 最 佳 可 能 的 . 
证 明 充分 性” 记 m= 六 how 则 对 每 个 当 (e)，(e) 成 
立 ,县 4 一 oo 时 
SY prs Qn— brots + S k 400/ 及 让 
>Zk Aba/k)ts (p>00). (26) 
在 用 C 代替 B 时 ,同样 是 成 立 的 .因此 
Bo — 0,(0) = Bk AC{brw— Onn} /hth 
于 是 , 当 (b)，(d) 成 立时 , 可 应 用 引 理 ,并 得 到 (25) 和 用 = 了 D， 


必要 性 ”车 B8,(0) 对 任何 4 之 oo 存在 , 那么 (固定 %， 直 到 另 
作 说 明 ) 应 用 Toeplitz 定理 到 由 (26) 给 出 的 (th) 的 变换 ， 


Bet 
让 
jt 


4 有 [<co (27) 
因为 lim sups los| <ce 蕴涵 4c0, 由 Bw) 存 在 可 知 
> | bry | /Kk<o0, (28) 


”现在 , (27) 副 涵 Dnx/k 一 t，(k 一 0), 由 此 
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Dom/k~ph, (p>00) 
这 与 (28) 相 矛盾 ,除非 =0， 因 此 
Bgl = |p >) ACBw/B I< Dbl ABn/b)|>0 (p>00). 
同样 的 结果 对 0 也 成 立 ， 由 此 ，(a) 和 (0) 是 必要 的 ，(b) 的 必要 
性 可 在 (25) 中 取 = 二 4n 一 0 (n 头 有, k= 一 1，2,… 得 到 ,现在 ,我 


们 有 
Buka) 一 On(a) = Eh A Dar— cnx}/k) iy 


”对 每 一 个 % 成 立 ,只 要 4<co， 现在 很 清楚 ， 由 所 有 使 4<ee 的 
序列 4= (cn 所 成 的 空间 马 ， 在 范 数 lecl=sups| 姑 | 下 是 一 个 
Banach 空间 .还 有 ,每 一 个 由 fn(Q) = Bu(a) 一 Cn(@) 定义 的 fs 
在 了" 内 ,而 且 容 易 验 证 
[fnl = ZL) AD — cnx} /b) |. 
由 假设 ,在 于 上 我 们 有 1limsup| js(o)| 入 MW4<ce, 因 此 由 了 Banach- 
Steinhaus 定理 
: D=lim sup|f,l <o%, 

这 就 是 (d), 于 是 证 明了 定理 . 

作为 定理 22 的 一 个 推论 ， 我 们 将 求 出 Hartman 的 Tauber 
常数 7 十 28+3/e, 这 是 定理 红 中 的 Ms 的 最 佳 值 ， 取 bm- 
(1 二) = ， 其 中 5 一 各 一 1 一 二 ， H exw=1 (l<k<n), 
cm 一 0CL>>n) .于 是 可 以 直接 验证 定理 22 的 (9) 一 (由) 以 及 


D= lim sup， {20"*1— 二 log nC— > 
+2 BotD}. (29) 
现在 , 不 难 证 明 
> wr+1) (k+1) > B= | ee CR 
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( 见 第 4 题 )， 因 此 一 二 二 y+2B, 因为 


1 十 于 十 … 十 二 一 log n+y+o(l1), 
这 是 从 初等 分 析 中 就 知道 的 , 于 是 得 到 了 Abel 方法 的 Tauber 常 
数 D， 有 趣味 的 是 , 在 这 种 情形 D 是 作为 一 个 极限 而 存在 , 而 不 
仅仅 是 一 个 上 极限 . 
一 个 类 似 于 定理 22 的 结果 包含 Tauber 条 件 lim supn|a,| < 


oo。 它 的 证 明 是 按照 同样 的 想法 ,但 更 为 简单 ( 见 第 3 题 )， 


习 题 4 


. 不 用 Hadwiger 定理 和 Wintner 定理 证 明 Tauber 定理 24 和 了 工 ?。 
. 证 明 8 4 定理 33 前 面 的 引 理 . 

.验证 §4 的 方程 (29). 

. 设 ?=7(n), 0<r+<1, 而 且 一 2 log * 一 工 当 % 一 co) 证明 


Oe te 粗 
S) rrp | nl(ei/n—1)-ieat 
1 -J -nlogr 


b= 十 
而 且 上 面 的 积分 当 ~. 时 趋 于 
6 一 | etiidt. 
5. 省 明 与 定理 22 相 伴 的 定理 : 为 了 使 得 只 要 4 =1lim supn%|an| < ce， 
就 有 Bn(a), 0n(4) 对 每 一 个 % 存 在 , 而且 有 一 个 常数 有 ,使 
lim supn|Bn(a)— Ola)| UA, 


ry 贿 


它 的 充分 必要 条 件 是 
(5') bnx 一 Cnz 玉 0 《n> co ,固定 )， 
(ec Bh-1C| Bl 十 |cnzj|  ) < co 《每 一 个 2)， 
(dad'’) D=lim sup, STDbr—cnl < oo, 

. 当 这 些 条 件 成 立时 , 可取 政 = 忆 ,于 是 这 是 最 佳 可 能 的 . 


$ 5 供 进一步 研究 的 一 些 问题 
这 里 收集 一 些 问题 介绍 给 希望 继续 学 习 本 章 和 其 他 各 章 的 课 
。 L198， 


题 的 读者 . 一 些 问题 是 还 算 初 等 的 水 平一 这些 是 不 带 “*” 的 . 其 
他 的 一 些 问题 已 有 解答 , 但 此 解答 有 时 是 花 上 了 几 年 的 时 间 才 找到 
的 ， 那 些 我 认为 比较 困难 的 问题 , 已 加 上 了 “* 号 , 例如 2 . 某 些 
问题 用 “ 找 出 … 的 必要 和 充分 条 件 ” 开 头 ， 据 我 所 知 , 这些 问题 常 
常 给 读者 以 今天 所 达到 的 知识 的 状况 .少数 问题 带 有 两 个 星 号 
“## 一 一 这 些 问题 将 证 明 是 很 有 激励 性 的 ， 

”本 节 若 能 引导 读者 自己 去 系统 地 提出 并 解答 新 的 问题 的 话 ， 
那 就 达到 它 的 最 高 目的 了 . 

i. 有 一 个 基底 的 赋 范 空间 是 可 分 离 的 . 一 些 可 分 离 的 
Banaoh 空间 有 一 个 基底 , 是 否 每 一 个 可 分 离 的 Banach 空间 都 有 
一 个 基底 ? (P. Enflo 证 明了 有 一 个 可 分 离 的 Banach 空间 没有 基 
底 ，Aota Math. (1973). ) 

”2* 线性 度量 空间 对 上 的 一 个 旋转 U (围绕 分 ,是 总 到 自身 
中 且 使 UO) =9 的 等 距 满 射 ， 

证 明 若 了 是 一 个 实 赋 范 空间 ， 则 每 一 个 旋转 必 是 线性 的 ( 见 
Banach, 1955, p. 166 ). 

38* 证 明 ,ltl<p 才 2) 中 的 一 般 旋转 具有 形式 = sszumm， 这 
里 1s,|=1, $$ 是 六 的 一 个 置换 (排列 ), 且 y=0(w) = (yr)，( 见 
Banach , 1955, p. 178. ) 

4* 找 出 1p) 中 一 般 旋 转 的 形式 . (解答 不 知道 .) 

“5. 若 于 是 一 个 Banach 空间 , 那么 对 x 了 = 对 ?是 用 |z| = 
[zi 十 上 yj 为 范 数 的 Banacoh 空间 , 这 里 z= (ww, y) E 了 ”定义 
Cw, + 0, Y) =i, y+Y) 和 和 NY, Y) = Nr, My), 
证 明 e 连续 同 构 于 ea, l, 连续 同 构 于 引 (p 之 了 ). 
6* 证 明 C[0, 起 同 构 于 CI0, 1] xc. 
7. 设 s 是 所 有 序列 的 空间 , 如 是 的 一 个 子 集 ， 证 明 
至 三 女 | 之 | 办 gl <<00, 对 所 有 的 yE 8B} 
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是 s 的 一 个 子 空间 . 恕 1 称 为 百 的 Kithe_Toeplitz 对 偶 ， 注 意 ,我 
们 用 了 与 线性 空间 的 代数 对 侦 同样 的 记号 一 一 这 不 应 产生 妨碍 . 

证 明 otf=h, 于 = i=l (<p<o0), 
1 是 什么 ? 

8” 找 出 1(p)1 ( 它 的 定义 见 第 7 题 ). 

9. 证 明 46E (y, y; PP) 当 且 仅 当 

snp, DD Maw| <o0, Dramw=1 (b=1, 2, 7), 
10. 证 明 ，AE (BVTV, 1) 当 且 仅 当 
有 一 sup jiao 二 ons 十 … 十 Co < 00, 
并 证 明 4E (BV, ce) 当 且 仅 当 以 <oc 且 
lim, > Qn (P=1, 2, *) 

存在 . | 

11* 找 出 4E (4, 0) 的 充分 必要 条 件 ( 见 Cooke, 1950). 

12”” 找 出 4E Go 办， p>0, s>0 (也 包括 和) 的 充分 必要 条 
件 ， 其 至 在 p 一 一 2 的 情形 都 没有 解决 ( 见 第 七 章 $1 定理 9). 

13. 设 (0, 一 起 是 所 有 使 wo->0 的 序列 zwEY 的 集合 。 车 
zwE (0， 一 1) 我 们 说 级 数 王 zi 是 (QO，, 一 二 可 和 的 , 记 如 = 十 man 
5 一 wo 十 V1 十 … 十 Xn， 证 明 w2E (0O， 一 1) 当 且 仅 当 tEo， 并 证 明 一 
矩阵 4E ((0， 一 1), c; P) 当 且 仅 当 4 可 表示 为 

ang = On = kA by, 

这 里 BB 是 一 个 7 矩阵 . 证 明 表 示 式 是 唯一 的 . ( 见 Maddox, 1965， 
1966a.) 

14. (1 1 四， 1<p<o0, 在 

| 4|=supr (2 | con)’)™? 

下 是 不 是 Banach 空间 ? 

在 第 七 章 $2 中 定义 的 各 种 乘积 下 ，(s, 矶 是 一 个 代数 吗 ? 

。 27 。 


15。 你 能 在 《中 加) 上 定义 一 个 卷 积 型 的 运算 ,使 ( 帮 ， 六 ) 成 为 
“一 个 具有 恒 等 元 的 Banach 代数 吗 ? 

16. 对 惩 阵 4,，B， 如 果 当 一 序列 是 B- 可 和 的 时 ， 同 一 序列 
必 为 4- 可 和 到 同一 极限 , 我 们 就 记 4 二 B. 证 明 4 汪 (R, % 蕊 当 
且 仅 当 4 是 Toeplitz 上 且 

Sup， x Apt1 | A(anz/ AN) | < 2o， 
( 见 Maddox, 1964.) 在 这 个 问题 中 , (BR, 入 , 1) 表示 和 型 和 工 阶 的 ， 
Riesz 平均 . 

17*” 找 出 使 矩阵 4 满足 4 二 (BR 和 及 的 充分 必要 条 件 ，( 见 
上 面 的 第 16 题 和 Maddox 1964, 有 部 分 解答 . ) (解答 不 知道 . ) 

18.” 找 出 4 汪 (0, 如 的 充分 必要 条 件 ( 见 Cooke, 1952). 

19* (Fejér 定理 )， 若 上 有 周期 2m, 在 [0, 2w] 上 可 积 , 而且 
flwo 二 2 人 十 f(wo 一 21)->2s (go)，(t->0), 证 明 下 的 Fourier 级 数 
Co/ 2 十 之 (au co0s nwo + ba Sin ngo) (C，1)- 可 和 到 s(zo)。 


此 外 ， 若 还 是 在 [0, 2w] 上 连续 的 ， 证 明 Fourier 级 数 在 
[0, 2w] 上 一 致 (0,1)- 可 和 到 f, 因此 是 处 处 (0, 1)- 可 和 到 f. 导 
出 Weierstrass 逼近 定理 : 多 项 式 的 集合 在 Of0,2zj] (或 0[0,1]) 
中 是 稠密 的 . ( 见 Knopp 的 书 . ) 

20. 若 上 > 一 1, Za 是 (0, 及 -可 和 的 ， 证 明 @。=0Cn?)， 这 
是 对 于 Cesaro 平均 的 “限制 定理 ” 

21* 若 Sm, 一 8s， 且 na, 一 QQ()， 证 明 Yu -=s(O —1+a). 
d>0 ( 见 Hardy, 1945, 定理 45) . 

22. 设 8>0 固 定 ， 证 明 Riesz 平均 (RB, 入, ) 等 价 于 收敛 性 ， 


当 且 仅 当 
Ant+1/ (Mn+1 人 An) 一 人 (1) . 


( 见 Hardy 和 Riesz, 1915; 又 Kuttner, 1965.) 
28"” 设 £>>0 固定 . 找 出 关于 入 的 充分 必要 条 件 ， 使 绝对 
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Riesz 平均 |R, ,8 等 价 于 绝对 收敛 ， 解 答 不 知道 ， 但 猜测 条 件 
是 A, 一 O(1)( 见 上 面 第 22 题 ). (对 此 问题 的 某 些 情形 , 见 Maddox, 
1966 b.) 

24* 4 是 一 个 下 半 Toeplitz 矩阵 , 使 


名 一 二 
lim inf, (co| 一 包 om) >0, 


证 明 4 与 收敛 性 是 等 价 的 (Agnew, 1952)， 

”25. 设 4 是 保守 的 矩阵 ,对 zE (4), 令 上 z| =saup,| Zrxcnxax|， 
并 且 把 (4 中 距离 是 0 的 元 素 看 作 等 同 的 ， 证 明 (4) 是 可 分 离 的 
26* 证 明 ， 若 一 个 保守 矩阵 能 使 一 个 有 界 发 散 序列 可 和 ，。 那 
么 它 能 使 一 个 无 界 序列 可 和 (Wilansky 的 书 ,P. 231, 问题 31). 

27. 设 ,9 在 [0, co) 上 是 连续 的 ,而 且 ja) ~ 4as, g(2) ~ 
Bor(w>00), 这 里 4, 9,4, 8 是 常数 , 而 且 ac> 一 二 6 一 1.。 证 


明 当 w->co 时 ， z 
” _ A TlotDTO+1) ,orn 
ffOg Da~AB LEE em. 


28， 对 Riesz 平均 ,证 明 当 龙 宇 之 0 时 ， 
(BR,%, CR,N, FR 和 NBR, NklcIR, NX, Kl. 
(利用 上 面 第 27 题 , 和 关于 一 个 级 数 之 oo 的 关系 式 


k+l T(E+titi) fA 


其 中 OC*(%) 一 之 一 和 on) an ) 
29* 证 明 ，AE(y, 0) 当 且 仅 当 Zn|cad| <co 而 且 
sup 之 | 之 40m | <<cc ， (1) 


有 


这 里 oa 表示 一 个 有 限 的 正 整 数 集 ,为 所 有 集合 o 的 类 ,而 且 上 面 

的 上 确 界 是 对 五 的 所 有 元 素 取 的 ( 见 Maddox,1967 a). 
30. 证 明 ， 当 且 仅 当 4 是 绝对 正则 的 而 且 第 29 题 (1) 成 立 
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时 , 4E (bi, hi; P) NA (y, 1). 

81” 找 出 使 4 属于 下 列 各 情况 的 充分 必要 条 件 : 

(i) AE BV, 1), (Gi) AE Le, 1), (iii) AE (le, b). 

32. 试 找 出 关于 绝对 保守 矩阵 的 类 似 于 第 七 章 $83 定理 15 
的 一 个 结果 一 一 用 绝对 收敛 代替 收敛 ， 用 条 件 收 敛 级 数 代 蔡 发 散 
序列 . 

33 . 没 4 是非 负 殖 阵 ， 2p 是 任何 正 的 序列 ， 证 明 ，[4, pj~， 
[4, p] 和 [4, pjo( 见 第 七 章 $3) 是 所 有 序列 所 成 空间 的 绝对 凸 
子 集 . / 

34. 设 pr>>0, qs>0 且 oo(p) 玫 示 所 有 使 |zxj”*>0 的 “一 人 os) 
的 集合 。 证 明 :，co(q) Coo(p) 的 充 要 条 件 是 

: lim inf pr/g9r>0, 

85*” 找 出 关于 p= (pw) 的 充分 必要 条 件 使 当 or 时 必 有 
wv->l[O, 1, »]. 

86. 设 0<p<g。 证 明 ， 当 4 是 非 负 的 且 在 (f。， 1.) 中 时 ， 由 
wx>l[4, 91] 必 有 ww>iL4, pl. : 

37. 设 4 是 Toeplitz 矩阵 且 设 0 和 2z 和 gz qz/oomco. 证 明 : 
当 wl[4, gg 时 ,wx->1[4, nj 一般 不 成 立 (Maddox, 1967b)， 

` 88* 证明. 对 0 过 pl, 1(p)* 1。(p) 成 立 (Simons, 1965) 

39. 对 有 界 的 p 刻 划 [C, 1, 2p] 的 特征 ， 

40* 找 出 关于 多 的 充分 必要 条 件 使 一 个 [O, 1, 个 -可 和 的 
序列 的 极限 是 唯一 的 ， 

41. (Kuttner 定理 ) 设 0<p<1, 对 所 有 的 £, Pn==p, 上 日 设 4 
是 Toeplitz 矩阵 证明 总 存在 一 个 序列 是 [C, 1 《zu]- 可 和 的 ， 


“而 且 是 4- 不 可 和 的 , 与 第 七 章 8 3 Steinhaus 定理 比较 , Kuttner 


定理 可 以 用 第 七 章 §$ 1 定理 7 证 明 ( 见 Maddox, 1968; Kuttner, 
1946). 
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一 一 对 应 ”one-one correspondence 
一 一 映 象 one-one map ” 


一 致 Cauchy 序列 unitorm Cauchy sequence 


一 致 有 界 性 原理 ”uniform boundedness Principle 


一 致 收敛 ”uniform convergence 
一 致 连续 uniform continuity 
一 般 收 敛 原理 general convergence principle 


二 力 
子 集 subset 
子 恬 盖 subcover 

三 画 


广义 极限 generalized limit 

广义 函数 generalized functions 

广 群 ”groupoid 

三 角 不 等 式 triangle inequality 

下 半 连 续 函 数 ”lower semicontinuous function 
下 极限 lim inf) lower limit 

下 界 lower bound 

下 确 界 infimum 

上 半 连 续 函 数 upper semicontinuous function 
上 极限 Uim sup) upper limit 

上 界 upper bound 

上 界 公 理 ”axiom of upper bound 
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上 确 界 SUPremum 
么 矩阵 unit matrix 


江上 映射 open mapping 
开瑞 射 定理 ”open mapping theorem 
开 球 open spheres 
开 和 集 open set 
开 覆 六 ”open cover 
无 限 维 空间 infinite dimensional space 
区 间 interval 
区 域 Gebiet 
不 相交 集 disjoint set 
不 等 式 ineqduajities 
内 积 空间 (pre-Hilber 空间 ) inner product gpace 
分 布 distribution 
分 布 的 导数 derivative of a distribution 
反对 称 关 系 antisymmetrie relation 
有 反 嫩 数 invyerse function 
双 射 的 bijective 
比 收 敛 性 强 stronger than conyergence 


五 EE 


半 序 关系 partial order relation 

半 和 连续 函数 。 semicontinuoug function 
半 单 纯 代数 ”semisgimPple algebra 

半 范 数 ”seminorm 

半 度 量 空间 semimetric space 
半 轿 范 空间 seminormed space 

平凡 度量 trivial metric 


14 
200 


207 


10 

58 

163 
89, 104 
1 
89 

29 
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平行 四 边 形 法 则 “Parallelogram law 
平衡 集 balanced set 

正 交 和 ”orthogonal sum 

正 交 集 orthogonal set 

正则 分 布 regular distribution 

正则 点 regular point 

正则 矩阵 regular matrix 

正规 矩阵 norma] matrix 

正 整 数 positive integers 

可 分 离 空 间 separable space 

可 交换 代数 ”commutative algebra 
可 列 集 countable set 

可 和 性 域 summability field 

可 度量 化 空间 metrizabje space 

可 除 代 数 division algebra 

站 元 溢 quaternions 

四 元 素 代 数 alegebra of quaternions 
凸 集 convex set 

代数 的 中 心 centre of an algebra 
代数 中 的 可 道 元 unit in an algebra 
代数 的 单位 元 identity of an algebra 
代数 的 根 radical of an algebra 
代数 对 偶 algebraie dual 

对 称 性 ”symmetriceity 

对 偶 dual 

对 偶 空 间 表 table of dual spaces 


关系 ”relation : 

关系 的 定义 域 domain of a relation 
关系 的 值 域 range of a relation 
次 可 加 性 ”subadditivity 


1230， 


四 


149, 


117, 125, 


89 


次 乘法 的 “submunltiplicative 


闭 区 闻 套 原理 nesting principle for closed intervals 


闭 的 ”fermé 

闭 图 定理 ”closed graph theorem 

闭 球 closed sphere 

闭 集 closed set 

论 域 universe of discourse 

有 序 对 ordered pair 

有 序 % 元 组 ordered n-tuple 

有 限 子 履 盖 ”finite subcover 

有 限 序 列 finite sequence 

有 限 维 空间 finite dimensional space 

: 有 限 集 finite set 

有 分 序 列 bounded sequenee 

有 界 变 差 序列 ”sequences of bounded variation 
有 界线 性 算 子 bounded linear operator 

有 界 集 bounded set 

有 界 算 子 的 范 数 ”norm of a bounded operator 
有 理 数 ”rational number 

有 理 数 集 @ 的 可 列 性 ”countability of @ 

压缩 映射 contraction mapping 

同 正 则 矩阵 co-regujar matrix 


同 态 homomorphism 


同 构 (代数 间 的 ) isomorphism (between algebras) 
同 构 内 积 空间 isomorphic inner product spaces 


同 肪 homeomorphism 
同等 矩阵 : co-nul] matrix 
发 散 级 数 ”divergent serles 
传递 性 transitivity 

向 量 ”vectors 


自 反 性 ”reflexivity 
自 反 空间 reflexive space 


全 序 关 系 total order relation / 10 


收敛 序列 convergent seqiience 30, 40, 121 


收敛 级 数 converpent series 36, 80 
级 数 BeTjeS 16 
导出 拓 扑 induced topology z 54 . 
七 ” 夯 
完全 正则 和 矩阵 totally regnlar matrix 196 
完全 有 界 性 ”totally boundedness 70 
完全 集 total get 173 
完备 化 ”completion : 、 49 
完备 性 公理 ”completeness axioms 37 
完备 度量 空间 complete metric space 40 
序列 sequence 14 
序列 空间 space of all sequences : 33 
序列 连续 性 sequential continuity 、 57 
序列 紧 致 性 ”sequential com pactness 70 
良 序 原理 ”well-ordering principle 11 
极 大 元 maximal element 11 
极 大 理想 ”maximal ideal z 162 
极 大 真子 空间 maximal proper subspace 123 
极 小 元 。minimal element 11 
极限 limit 15 
极限 点 limit point 48 
连续 函数 ”continuous function 19, 32, 57, 80, 133 
连续 对 偶 空间 ”continuous dual space 117 . 
邻 域 ( 开 球 ) neighbourhood (open Spherey) z 44 
张 成 ”span : 82 
八 画 
突 集 empty set 3 
实数 real numbers 1 
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卷 积 convolution 

单位 向 量 unit vector 

单位 球 unit sphere 

单 射 的 injective 

变换 transformation 

范 数 “Dorm 

拓扑 空间 topological space 

奇异 分 布 singlar distribution 

非 离散 拓扑 “indiserete topology 

水 数 ”function 

”函数 的 支 集 support of a function 

函数 的 图 graph of a function 

函数 的 限制 “restriction of a function 
线性 子 空间 ( 流 形 ) 1linear subspace (manifold) 
线性 无 关 linear independence 

线性 包 linear hull 

线性 同 构 ”linear isomorphism 

线性 泛 函 ”linear functional 

线性 空间 linear space 

线性 空间 之 间 的 同 构 isomorphism between linear spaces 
线性 拓扑 空间 linear topological space : 
线性 组 合 linear combination 

线性 度 量 空 间 Jinear metric space 

线性 相关 linear dependence 

线性 算 子 linear operator 

线段 line segment 


度 规 gauge 

度量 空间 metric gpace 
度量 空间 中 的 收敛 序列 convergent sequences in a metric space 
测试 函数 tegt funetiong 


108 
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递 元 素 ( 代 数 中 的 ) inverse element(in an algebra) 149 


标准 正 交集 orthonormal get 168 . 
标量 scalar 77 
标量 同 态 scalar homomorphism 153 
爱 上 onto(mapping) 8 
映射 “mapping 7 
映 象 ”map 7 
选择 公理 ”axiom of ehoice 11 
保守 纸 血 ”conservative matrix 185 - 
保守 矩阵 的 桂 征 ”characteristic of a conservative matrix 185 
复合 函数 composite functions l : 10 
复线 性 空间 complex linear space | : 78 
复数 complex numbers 1 
复数 乘法 complex multiplication : 14 
绝对 可 和 性 absolute summability 189 
绝对 齐 性 ”absolute homopgeneity z 89 
绝对 收敛” absoliute convergence : / 17 
绝对 凸 集 absolutely convex set 89 
绝对 保守 人 正则) 所 阵 absolutely conservative (regular) matrix 209 
十 图 
核 kernel - 四 113 


真子 集 proper subset 
原 象 “ipverse image ~ 


逐 点 极限 ”pointwise Jimit . “ 00 
紧 致 集 ”compact set 68 
泗 盘 代数 disc algebra : 148 
积分 方程 integral equation : : 64 
特征 函数 characteristic function 138 
畦 征 值 eigenvalue 157 
特征 数 characteristic nminjbers 185 
矩阵 代数 matrix algebra 149, 198 
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矩阵 的 卷 积 convolution product of matrioes 
矩阵 的 第 二 卷 积 second convolution of matrices 
矩阵 变换 iatrix transformation 

矩阵 乏 项 相 乘 term product 


矩阵 乘积 matrix product 
弱 收 化 weak convergence 


弱 * 收 敛 ”weak* convergence 
乘法 的 ”multiplicative 


| 十 一 画 
商 代 数 ”quotient algebra 
商 ( 因 子 ) 空 间 quotient(factor) space 
商 ( 因 子 ) 群 quotient(factor) group 
”离散 拓扑 discrete topology 
旋转 rotation 
球 sphere 
球 的 中 心 ”centre of a sphere 
球 的 半径 radius of a sphere 
球 套 nest of spheres 
理想 ”ideal 
推广 的 Liouville 定理 ”generalized Liouville’s theorem 
其 base 
基底 ”basis 
副 范 数 ”paranorm 
副 赋 范 空间 paranormed space 
第 一 纲 集合 first category set 
第 二 纲 集合 second category set 
维 数 ”dimenslon 
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超 平面 hyperplane 
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144 
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155, 162 
142 

83 

96 

94 

94 
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最 大 下 界 greatest jower bound 

最 小 上 界 least upper bound 

赋 范 代数 normed aigebra 

赋 范 空间 的 二 次 对 偶 bidual of a normed space 
赋 范 线性 空间 normed linear space 

冉 范 商 ( 因 子 ) 空 间 normed quotient(factor) space 
集 (集合 ) set 

集 的 内 部 interior of a set 

集 的 并 union of sets 

集 的 交 intersection of sets 

集 的 闭 包 closure of a set 

集 的 余 集 complement of a set 

集 的 纲 ”category of a set 

集 之 间 的 距离 distance between sets 

集 的 直径 diameter of a set 

集 的 覆盖 ”cover for a set 

等 价 于 收敛 ”equivalent to convergence 
等 价 关 系 equivalence relation 

等 价 类 equivalence class 

等 价 赋 范 空间 equivalent normed spaces 
等 距 爱 射 ”isometry 

等 势 集 equivalent sets 

象 Image 

疏 朗 集 nowhere dense get 

强 Ces&ro 可 和 性 strong Cesaro summability 
强 可 和 性 strong summability / 
强 正 则 的 ”strongly regular 


十 三 画 以 上 
霉 序 列 null sequence 


稠密 集 dense get 
解析 的 矢 值 函 数 analytie vector-valued function 
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解析 水 数 amnalytic function 5 


注射 的 ”surjective 8 
谱 ”spectrum 156 
谱 半径 spectral radius 161 
算 子 ”operator ， 7 
算术 平均 arithmetiec mean , 194 
整 函 数 ”integral function 35 
整数 integer 1 
Abel 极限 定理 . 23 
Abel 矩阵 四 195 
Agnew, R. P, 223 
Ahlfors, L. 113 
Alacoglu 定理 140 
Baire 纲 定 理 74 
Banach, 8. 62 
Banach 不 动 点 原理 62 
Banach 代数 147 
Banach 空间 106 
Banach 定理 + 133 
Banach_Steinhaus 定理 127 
”Bessel 不 等 式 171 
Borel 矩阵 z | 194 
Cantor, GQ. z ] 
Cauchy, A. L. 38 
Cauchy 序列 15,.38 
Cesaro 平均 z 194 
~ Cooke, BR. 4. 207, 221, 222 
De Morgan 法 则 5 
Dirichlet, P. 4. L. : z - 129 
Euler, L. z 206 


-Euler-Knopp 和 矩阵 195 
. 237 。 


katou 引 理 和 108 


Fejér 定理 222 
Hourier 系数 171 
tourier 展开 / 173 
Fréchet 空间 95 
Frobenius, d. 150, 153 
Gelfand-Mazur 定理 160 
Gelfand 表示 定理 162 
Gram-Schmidt 定理 169 
Hadwiger, H. : 215 

~ Hahn, H. 135 
Hahn~Banach 定理 135 
Hamel] 基 83 
Hamilton, W. B. 150 
Hardy, G. H. z 179 
Hartman, P. : 216 
Hausdorff, F.. | "90 28 
Hausdor 储 公设 z : 28 
Hausdor 储 空间 z 53 
Heaviside 分 布 102 
Heine~Borel 定理 / z 67 
Hilbert, D. z ”166 
”Hilbert 空间 167 
”Hlder 不 等 式 24 
Jones, D. 8B. : 加 99 
及 ojima~-S6ehur 定理 | 184 

“有 K6the-Toeplitz 对 偶 | 221 
Kuttner 定理 224 
“Debesgue 单调 收敛 定理 107 
Legendre 多 项 式 0 170 
Liouville 定理 19 
Maddox, I. J. z 221, 222 
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Mercer 定理 
Minkowski 不 等 式 
Morera 定理 
Neumann, J. von. 
Nasrlund 平均 ， 
Parseval 定理 
Riemann-Stieltjes 积分 
Rieszs, F. 

Riesz 表示 定理 

Riesz 平均 
Riesz-Fischer 定理 
Riesz-Fréchet 定理 
Schauder 基底 

Schur 定理 
Schwartz, L. 

Schwarz 不 等 式 
Shilov 
Silverman-Toepjlitz 定理 
Simons, S. 

Soboleff, S. L. 
Steinhaus 定理 
Tauber 常数 

Tauber 定理 

Toeplitz, O. 

Toeplitz 矩阵 

Toeplitz 矩阵 半 和 群 
”Weierstrass M- 检 验 法 
Woierstrass 交 近 定理 
Wiener, N. 

Wintner, A. 

Zorn 引 理 
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集 和 空间 的 符号 
35 LL0, 1], p>1 
36 ls,, LC PD), Ly 
117 放 
30 Ms" 
34 N 
1, 14 入 
32 110 五 
99 fi? 
100 he” 
150 8 
35 Xt X* 
32 PA 
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